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LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEQ030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM?2

Uppgift 1.
Vi viljer att anvanda basen (e™"),cz, men man kan ocksa
arbeta med cosnz, sinnx. Koefficienterna blir
1 [T :
Cp = — te te " dt,
27 ).

int)

och med en partialintegration far man
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(=1)""coshm (—1)"sinhm
= . + . :
(1+4in) (1 +in)?
Funktionen har alltsa Fourierserien Ziooo cre™ med dessa
Cn-
Ovanstaende uttryck for ¢, kan duga som svar pa den

forsta delen av uppgiften, men man kan férstas dela upp i
real- och imaginérdelar:

(—=1)"* cosh 7 N (—=1)"(1 — n?)sinh 7
1+ n? (1 + n?)?
(=1)"ncoshm (=1)""2nsinhm
+1 +1
1+ n? (1 + n?)?
Via ¢, &+ ¢_, kan man hérifran ganska latt bestdamma koef-

ficienterna i funktionens Fourierserie i basen cos nx, sinnzx.
Man far

Cp —

2(—1)"" cosh 7 N 2(—1)"(1 — n?)sinh 7
1+ n? (14 n?)? ’

Ay =
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utom att faktorerna 2 hér ska uteldmnas for n = 0, och

2(—1)""ncoshm  4(—1)"nsinhm

b, =
1+ n? m(1 + n2)?

Eftersom (den periodiserade) funktionen &r styckvis glatt,
och kontinuerlig utom i &ndpunkterna =+, konvergerar seri-
en mot funktionsvirdena te~' i det 6ppna intervallet —m <
t < m. For t = £m konvergerar den mot medelvardet av
vanster- och hégergriansviardena av den periodiserade funk-
tionen, alltsa mot (me™" — me™)/2 = —msinh 7.

Anm. For att slippa att partialintegrera kan man finna de
primitiva funktioner man behéver i BETA 7.4, formel (320)
sid 175 for den komplexa serien resp. (334) och (335) sid
176 for cos-sin-varianten.

Uppgift 2.

Eftersom variabeln x ror sig 6ver hela linjen, &r det lampligt
att Fouriertransformera u och hela ekvationen i z-variabeln.
Man far en funktion u(§,t) som satisfierar

= (=€ +ic) .

Fouriertransformation av de givna begynnelsevirdena ger

att u(&,0) = 2 % For fixt £ har vi da en enkel ordinér

differentialekvation for u i t-variabeln, med startvéirde, vars
16sning ar

aet) =2 sin 2& o(—EHHicE)t
§
For att finna den inversa Fouriertransformen av denna pro-
dukt utnyttjar vi satsen om Fouriertransformen av en falt-
ning, och soker dérfér de inversa Fouriertransformerna av
de tva faktorerna. Den forsta faktorn ar ju Fouriertrans-
formen av begynnelsevirdena. Funktionen e~ har inversa

. _ 2 o .
Fouriertransformen \/ﬁe v°/(4) g4 inversa transformen av

e+t plir translatet \/%wte_(”cw/ (48 Darfor far vi u
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som faltningen i x-variabeln av denna sista funktion och de
givna begynnelsevérdena alltsa

u(:c,t) _ —(z+ct—y)?/(4t) dy

\/E
1 (:c+ct+2) /At ,
= e % ds.

\/_ (z+ct—2) /4t
Har kommer vi inte ldngre, eftersom den primitiva funk-
tionen till e=*" inte kan uttryckas i elementéra funktioner.
(Déremot kan den uttryckas i termer av funktionen erf.)

Det finns andra losningar, som alla véxer pa ett fysikaliskt

orimligt sétt.

Anm. Ett elegant siatt att komma fram till samma 16sning
ar att infora funktionen v(z,t) = u(x —ct, t). Da kommer v
att satisfiera den vanliga varmeledningsekvationen och ha
samma begynnelsevirden som u. Man vet da att v ges av

. . . . 1 —x2/(4¢
faltning med védrmeledningskdrnan T /(48),

Uppgift 3.

For att komma till intervallet [—1, 1], dar Legendrepolyno-
men bildar ett ortogonalsystem, sdtter vi x = ay sa att
integralen blir

1

a’ / (y" —a ™" Play))* dy.
-1

Nér P(x) varierar 6ver alla reella polynom av grad hogst 4,

gor P(y) = a *P(ay) detsamma. Detta visar att det sokta

minsta virdet dr proportionellt mot a”. Vi betraktar darfor

fallet « = 1 av det givna problemet.

Polynomet P varierar 6ver vektorrummet av alla poly-
nom av grad hogst 3, som ar detsamma som det vektorrum
som spanns upp av Legendrepolynomen Fy, P, P, och Ps.
Hér anvénder vi forstas reella skaldrer. Satsen om bésta
approximation sager da att integralen tar sitt minsta vér-
de d& P &r den ortogonala projektionen @ av z* pa detta
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vektorrum, projektionen tagen i L?[—1,1]. I BETA 12.2,
tabellrutan pa sidan 263, kan man se att

1
i £(8P4 +20P, + TR).
Av detta avlédser vi att projektionen ar

1
= —(20P. TF,)).
Q 35( y + TF))

Detta kan man forstas skriva som ett vanligt andragradspo-
lynom, men det behover vi inte gora. I stéllet observerar vi

att
4 8

= Qx) = £P4(:c).

Integralens minsta virde ar dérfor

82 1 )
— Py(x)*dx.

Enligt formeln betecknad Orthogonality pa sidan 263 i BE-
TA &r virdet av integralen i detta uttryck 2/9. Det sokta
minsta véirdet ar alltsa i fallet a = 1
8.2 128
352-9 11025
Svaret pa uppgiften ar déarfor
128
11025

Uppgift 4.
Vi anvinder poldra koordinater sa att u = w(r,6) och far
ekvationen

-1 9
Upp + 17U + 1 ugg =0

i omradet 0 < r < Ry, 0 < 6 < 7. Randvillkoren blir
u(Ry, ) = Rysinf och ug(r,0) = ug(r,m) = 0. Variabelse-
paration u = R(r)©(0) som i Folland 4.4 ger for ©

0" +170=0, ©(0)=06'(r)=0.
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Hérav ser man att v maste vara reellt och ett heltal, sig
v=mn € {0,1,...}, och att ©(0) dr en multipel av cosn#.
For R blir ekvationen

r*R"(r) +rR'(r) — n*R(r) = 0.

Detta &ar en Eulerekvation, och losningarna ar linjarkom-
binationer av "™ och r=" da n > 0 och av 1 och Inr da
n = 0. Av dessa behaller vi bara dem som &r begriansade
vid 0, alltsa ", n =0,1,..... Genom att som vanligt bilda
linjarkombinationer av de separerade losningarna ansétter
vi u av formen

u(r,0) = Z a,r" cosnb.
n=0

Randvillkoret for r = Ry leder da till

Z anRj cosnf = Rysin.

n=0

Utvecklingen av funktionen sinf i cosinusserie i [0, 7] &r
enligt BETA 13.1 (10) med L =7 och h =1

2 4 1
sinf = — — — E cos 2k0.
k=1

T T 4k? — 1

Det foljer att ag = 2Ry/m och agp—1 = 0 och

4 Ry
Vo
for k =1,2,.... Losningen till problemet ar alltsa
2Ry 4~ Ry H
u(r, 6) = TO - 4k:§ — 17“% cos 2k6.
k=1
Uppgift 5.

(a) Funktionen h(x) = 1/(1 + |x|) ligger inte i L'(R) men i
L*(R). Dérfor ligger ocksa dess Fouriertransform f i L?(RR),
De avhuggna funktionerna hr(z) = X{jz<m /(1 + |z|), dér
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vi alltsa ersdtter h:s virden med noll utanfor intervallet
(—R, R), ligger i bade L* och L! och konvergerar i L*-norm
mot h da R — oo. Det foljer att f dr L2-grinsvirdet av ﬁ;
da R — oo. Men EE kan skrivas som

e R —ixg R R
hR(ﬁ):/ e d:z::/ cos x& dx—z'/ sin & gr

r 1+ || g1+ |z r1+ x|

Av paritetsskdl ser man héar att imaginédrdelen &r 0, och
realdelen ar jamn i €. Varje hp ér alltsa reellviard och jamn,
och detsamma géller da for deras limes f. Darmed ar (a)
visat.

Anm. Trots att h inte tillhér L', kan man skriva f som

o Tt > cos x€ 0 sinx€
— dr = dr — i d
ORI r iy e LRl el

for £ £ 0, om man tolkar dessa integraler som limp_, f_RR.
Harav foljer (a) direkt.
(b) Plancherels sats ger

| rera= [ i

o 1 o 1
:277/ —Qd:p:47r/ —de:47r.
oo (1)) o (I+w)

Eftersom f ar jamn, kan vi skriva den andra integralen i

uppgiften som
1 [~ sin a&
5| re=tae

I en tabell (BETA 13.2 F50) ser man att £~ !sin a€ ir Fou-
riertransformen av x(_,4)/2, alltsa den funktion som &r 1/2
i intervallet [—a, a] och 0 for 6vrigt. Enligt Plancherels sats
ar ovanstaende uttryck darfor lika med

11/ 1 @
2”2/a1+\x\”3 W/01+:1:I min(l +a)




Uppgift 6.

Eftersom alla indata &r rotationsinvarianta, dvs. oberoende
av 6, kommer l6sningen u ocksa att bli rotationsinvariant,
sa att u = u(r,t).

Randvillkoret u = 1 pa skivans periferi dr inte homogent,
men daremot tidsoberoende. Dérfor soker vi forst en ste-
ady state-l6sning uy = ug(r) till ekvationen Auy = 0 som
antar detta randvérde. Det &r ett trivialt Dirichletproblem
i skivan, med losningen uy = 1.

Vi skall nu bestamma v(r,t) = u(r,t) —ug(r) = u(r,t)—1.
I likhet med v kommer v att satisfiera varmeledningsekva-
tionen, v; = Awv. Detta betyder att

-1
Vg = Upp + 7 Uy,

och v har randvérden v(A, t) = 0 och initialvérden v(r,0) =
r? —1.

Vi soker forst de separerade losningarna v = R(r)T'(t).
Ekvationen blir

R(r)T'(t) = R"(r)T(t) +r 'R (r)T(t).

Genom division med R(r)7'(t) ser man som vanligt for T'(t)
att T'(t) = oT'(t) for nagon konstant o. For R(r) far man
ekvationen

R'(r) +r'R'(r) —oR(r) = 0.

Randvillkoren for R(r) blir R(A) = 0, och dessutom skall
R(r) vara begrinsad vid r = 0.

Om o > 0, sig o = p? fér ndgot > 0, har vi den modi-
fierade Besselekvationen med index v = 0. Dess losningar
ar linjarkombinationer av [ly(ur) och Ky(ur). Av dessa ér
Ko(pr) obegriansad vid 0 och maste forkastas, och Io(ur)
saknar nollstédlle pa positiva halvaxeln och férkastas ock-
sa. For ¢ = 0 far vi en Eulerekvation, vars losningar &r
linjarkombinationer av 1 och Inr. Dessa bada forkastas av
liknande skél.

Da aterstar fallet ¢ = —p? < 0, som ger Besselekvatio-
nen och alltsa tva linjért oberoende lésningar Jy(ur) och
Yo(ur). Den senare forkastas eftersom den &r obegridnsad
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vid 0. Randvillkoret vid A medfér nu att Jy(pd) = 0, sa
att u = \,/A for nagot n, dar \,, n = 1,2,... dr nollstél-
lena till Jy pa positiva halvaxeln.

Nu nér vi kdnner g och ddrmed o, ser vi att 7'(¢) blir en
multipel av exp (—A2t/A?). For v far vi da foljande serie-
utveckling:

- AT A2t
t) = ndo | — —— .
For att utnyttja initialvirdena sétter vi hdr t = 0 och far
- AnT
nJ L) =0 - 17
Yo () =

som skall gélla for 0 < r < A. Men nu vet man att funk-
tionerna Jy (A,7/A), n = 1,2,..., bildar ett fullstandigt
ortogonalsystem i (0, A) med vikten r, och att

/ ! Jo M /A rdr = A2 T (\,)%/2.

Se BETA 12.4 sidan 275, “Orthogonal series ...”. Darfor blir
koefficienterna

2 A AT\, o
S 200N (2 1) dre
ay, A2J1()\n)2/0 Jo ( Y ) (r yrdr

Man kan noja sig med detta uttryck for a,,.
Men det gar att berdkna denna sista integral: variabelby-
tet s = \,rr/A ger
2A? An 2 A
= — J Sds — ————— J ds.
riwd ARICRCEvrw ) ARSI

De bada integralerna hér dr kdnda. Enligt 6vningarna 5.2.8
och 5.2.4 i1 Folland ar deras varden

()\?l - 4>\n)J1()‘n) resp. )\njl()‘n)

Detta kan ocksa fas ur BETA 12.4, den attonde raden i
rutan pa sidan 274 med Cy = Jy och C7 = J;. Resultatet

Qn



blir da

2 A% -1
a, =
J1(\n) An

Svaret pa uppgiften blir

u(r,t) =1+ Z anJo <%

n=1

med ovanstaende a,,.

n

4 A%
-~ )



