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LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEQ030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM?2

Uppgift 1.

Impulssvaret &ar inversa Fouriertransformen av systemfunk-
tionen. Eftersom 1/(3 + w?) enligt tabell dr Fouriertrans-
formen av funktionen (2v/3) e V3, dr iw/(3 + w?) Fouri-
ertransformen av

2\/3dt 2

som alltsa ar impulssvaret. Man kan ocksa fa denna invers-
transform direkt ur BETA 13.2 F33.
Insignalen x(g 1) har Fouriertransformen

1 »
/ e “hdt = 1ze® M.
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OBS: att i stéllet for denna enkla utrdkning anvanda tabell,
och da se x(o,1) som skillnaden mellan Heavisidefunktionen
och ett av dess translat, ger ett betydligt trassligare uttyck
for samma Fouriertransform.

Motsvarande utsignal har Fouriertransformen
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Av detta tar vi invers Fouriertransform och far utsignalen

2V/3
Ett alternativ &r att berdkna utsignalen som faltningen

av impulssvaret och insignalen, alltsa

I 1 [
—— / sgn s e_|8|‘/§X(0’1)(t—s) ds = —= / sgn s e 1s1V3 gs.
—00 t—1

L (e V3 _ -li-11v3y

2 2



2

Den sista integralen hér kan forstas berdknas direkt. Men
da maste man dela in i fall beroende pa om punkten 0 ligger
inom, eller till vénster eller till hoger om intervallet (t—1,1).
Det finns ett enklare sitt: att utnyttja att integranden &r
en derivata, enligt (1). Darfor blir faltningen

t

— e
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vilket dr samma resultat som vi fick nyss. Observera att
man kan integrera derivatan hir som vanligt &ven om in-
tervallet innehaller punkten 0, dédr derivatan inte existerar.
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Det gar bra eftersom funktionen e lsIV3 gy styckvis glatt
och kontinuerlig.

Uppgift 2.

Vi Laplacetransformerar u(x, t) i t-variabeln och far en funk-
tion U(x, z). Laplacetransformen av derivatan w;(z,t) &r da
2U(x,2) — u(x,0) = 2U(z, z) — 1, och den transformerade
ekvationen blir

2U(x,2) — 1 = kU (2, 2).

For fixt z ar detta en ordinér differentialekvation i z-variabeln,
linjar men inte homogen. Motsvarande homogena ekvation
2U(x,2) = kU,u(x,2) har l6sningar som ar linjérkombi-
nationer av exp(zy/z/k) och exp(—x+/z/k ). Eftersom en
partikularlosning ar U(x, z) = 1/z, har differentialekvatio-
nen den allménna 16sningen

Uz, z) = % +aemVEE be_x\/%,
diar a = a(z), b = b(z). Termen med plustecken i exponen-
ten véxer orimligt snabbt for stora x och z, och forkastas,
sa att a = 0.
Randvillkoret u(0,¢) = e™" medfor att U(0,z) = L(e™)
(som #r (z + 1)7!, men det behdver vi inte utnyttja). Det



betyder med x = 0 i uttrycket for U(x, z) ovan att
1
; + b(z) - ‘C(e_t)7

vilket ger b(z) och dérmed
1 1
U(gj, z) = 4 (E(e—t) _ _) e—x\/z/k.
2

For att ta invers Laplacetransform av detta observerar vi
(eventuellt med hjilp av BETA 13.5 rad L21) att 1/z ar
transformen av den konstanta funktionen 1. Rad .62 med
a = x/Vk ger for den sista delen av sista termen ovan att

z kt
Eftersom ocksa (rad L61)

ﬁ%ﬁ:£<

T - El > |
2V kt3
blir den aterstaende kvantiteten £(e~*)e™*V*/* en produkt

av tva Laplacetransformer, alltsa Laplacetransformen av en
faltning. Denna faltning ar

U 22
2\/ kt3 2\/

eftersom funktionerna har sétts tlll 0 for t < 0. Svaret pa
uppgiften ar darfor

6 — ks dS

u(x,t) =1 — erfe( 20~ ds.

2\/_ 2\/_/

Uppgift 3.

Enligt satsen om bésta approximation soker vi en funktion
f vars ortogonalprojektion pa det vektorrum som spéanns
upp av funktionerna sinnx, n=1,...,5, ar 2157,:1 % sinnx.
Eftersom alla funktionerna sinnz, n = 1,2, ..., bildar ett
ortogonalsystem i (0,7), kan man som f ta exempelvis
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SO , 2 sinnz. En annan 1ésning &r f(:l:) (m —x)/2, som

dr summan av den odndliga serien Y >° | - sm nw.

Uppgift 4.

Randvillkoren i y-led &r homogena, och vi kan separera va-
riabler, dvs. stka lésningar av formen u(x,y) = X (2)Y (y).
Pa vanligt sétt far vi fran differentialekvationen att

X'z) _ _Y'(y)

X~ Yy

for nagon konstant A\. Héar borjar vi med att betrakta funk-
tionen Y (y), som satisfierar Y” = —AY. De homogena
randvillkoren medfor att Y'(0) = Y'(L) = 0. Da vet vi
att enda méjligheten ar att A = (nm/L)? och Y (y) #r en
multipel av cos “7, fér nagot n € {0,1,2,...}. Speciellt &r
Y konstant for n = 0.

Ekvationen X” = AX ger med detta A for n > 0 att X (z)
maste vara en linjirkombination av sinh “7* och cosh “7* el-
ler ekvivalent av sinh “%* och sinh M Dessa senare &r
att foredra, eftersom de funktionerna &ar 0 i &ndpunkter-
na 0 resp. £. For n = 0 ar X” = 0, sa X maste vara ett
forstagradspolynom. Vi skriver da X som en linjarkombi-
nation av x och ¢ — x, alltsa forstagradspolynom som &r 0
i endera d&ndpunkten.

Som separerade 16sningar far vi alltsa (ax + b(¢ — x)) - 1
och

(a sinh ? + bsinh M) coSs nry

forn =1,2,..... Vi ansétter darfor
(2) u(x,y) = apx + by({ — x)

/—
+ Z <a smhn—zx + b,, sinh M) COS@.

n=0



Randvillkoret for x = 0 ger

- l
bol + Z b, sinh nz coS nzy =1+4y.
n=1

och det for x =/

o0
14
apl + Z a, sinh P cos 1Y T
n=1

L L

i bada fallen for 0 < y < L. Vi behover da utveckla hoger-
leden hér i cosinusserier i [0, L]. Fran BETA 13.1 (3) med
a =1, h= L och (13) far man
L 4L & 1 (2n — 1)y
l4ty=14=— =
Yy T e g 12T 1

n=1

resp.

L2 42K (-1 nmy
2 _
T3 L e L

n=1

Y

Nu kan vi identifiera koefficienterna, och resultatet blir

b_1+L
VARDYA
by =0, n=12...,
) AL 1
n—1 — — o )
™ (2n — 1)2sinh 2221
L2
@7

n=12,...,

ag —

och
412 (=1)"

. )
72 n2sinh ”TM

a, = =1,2,....
Svaret pa uppgiften blir alltsa utvecklingen (2) med ovan-
staende koeflicienter.

Uppgift 5.
Fouriertransformen av funktionen f(x) = sinz/x &r en-

A

ligt tabell (BETA 13.2 F53) f(§) = mx(~1,1)(&). Vi ser nu
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(sinz/x)? som en produkt av tva faktorer f(z). Dess Fou-
riertransform ar darfér en faltning,

—

sin® x I
22 = %W X(=1,1) * X(=1,1)-
Har ar
X(-1,1) * X(f1,1)(f) = / X(71,1)(77) X(f1,1)(f - 77) dn.

Produkten i denna integral &r 1 om och endast om |n| < 1
och [€ —n| < 1, dvs. n ligger i snittet av intervallen (—1, 1)
och (£—1,&+1), annars &r den 0. Detta snitt &r ett intervall
med ldngden 2 — |£| da |£]| < 2, och annars dr snittet tomt
(rita figur). Det foljer att

—

sin®

(&) =52~ 1é)

for [£] < 2, medan vérdet dr 0 for || > 2. Plancherels sats
ger nu

(3)

/Oosinixdle/oo sin4:1:dx:i e
0 X 2 ) o ot A J_ o

oo

s 2 s 2 s 2 m
55 [ emra =5 [e-gras =3 [T

12

—

sin? z

(&)] d&

x2

Det nést sista steget hér var forstas variabeltransformatio-
nent =2 —¢.

Att i stéillet anvinda den inversa Fouriertransformen av
sin?z /2% ger helt likartade rdkningar.

Uppgift 6.

Vi anvéinder polédra koordinater r, 8 i stéllet for z, y, sa att
u = u(r,0,t) och Au = .+~ 1w, +r2ugy. Initialvillkoren
lyder da u(r,,0) = 0 och u(r, 0,0) = r cos 6. Randvillkoret
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u(Rp,0,t) = 0 dr homogent, och man kan variabelseparera:
u(r,6,t) = R(r)©0)T'(t).

Vi stoppar in denna produkt i vagekvationen, dividerar med
AR(r)O(0)T(t) och far

1 T// RI/ 1 R/ 1 (_)//

2T R 7R 7Fe
Denna kvantitet maste vara konstant, sag . Da far vi 7" =
AT och

2 pI! / "
R4+ 1R O
—— — — \r* = —— = konstant.
R O
Eftersom O #r 2m-periodisk, dr denna nya konstant n? for

nagot n € {0,1,2,...}, och © ar av formen
O(0) = acosnf + bsinnb.
For R har vi ekvationen
r’R"+rR — X\*R—n’R =0,

och R skall uppfylla randvillkoret R(Ry) = 0. Dessutom
maste R vara begréansad vid 0.

Om X > 0, sig A\ = p? dir u > 0, har vi den modifi-
erade Besselekvationen, med losningar R(r) = al,(ur) +
BK,(ur). Har forkastar vi K,,-termen eftersom den &r obe-
gransad vid 0. Da aterstar [,,, som emellertid inte har nagot
nollstélle pa R, . Positiva A ger darfor inga 16sningar R(r).

For A = 0 far vi en Eulerekvation. Med den vanliga an-
satsen R = r”7 finner vi dess l6sningar ar”™ + Gr~" dan > 0
och a+ flnr da n = 0. I bada fallen a4r den andra termen
obegransad vid 0 och forkastas. Den forsta termen skall da
ha ett nollstélle i Ry, vilket skulle ge o = 0. Alltsa hittar
vi inga 16sningar for A = 0.

Om slutligen A < 0, sig A = —pu? med p > 0, har vi
den vanliga Besselekvationen. Dess losningar ar R(r) =
ad,(pr) + BY,(ur). Har forkastar vi Y, som ar singulér
vid 0. Da ger randvillkoret i Ry att J,(uRy) = 0, sa att
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p = Apn/Ro for nagot k = 1,2,..., dir (A\g,)72, beteck-

nar nollstallena till J, i R,. Alltsa far vi losningar R(r) =

Jn(Menm/ Ro), med X = =X} /R2.
Ekvationen for T' blir nu

N2

Tl/ - _ 7
R

med l0sningar
Y Aen
T(t) = ozcosCRTt—l—ﬁ sin CR]:)
Initialvillkoret u(r,0,0) = 0 gor att vi bara soker T" med
T(0) = 0. Det betyder a = 0 och alltsa

C>\kn
Ry
dér koefficienten § da inte behovs.

Vi kan nu ansédtta den sokta losningen © som en oandlig
linjarkombination av de separabla l6sningar vi funnit, alltsa

L.

T(t) = sin t,

u(r,0,t) =
ZZ] ( u ) (agp cosnlb + by, sinnd) sin CRk t.
n=0 k=1 0

Slutligen skall vi bestimma koefficienterna sa att det ater-
staende initialvillkoret u(r, 6, 0) = r cos @ blir uppfyllt, vil-
ket betyder

Z Z C)\/m <)\kn ) (akn cosnb -+ bkn sin n@) = rcos#f.

n=0 k=1

for alla r och 6. For fixt r kan vi se vansterledet i denna
ekvation som en Fourierserie i #-variabeln, med koefficienter
for cosnf och sin nf som ar

> CA\ien, Nen, - C\ien .
In n . I bin-
> (R) e 3 (R) ,

k=1

Hogerledet bestar av en enda term i en Fourierserie av sam-
ma slag, ndmligen cosinustermen med n = 1, sa vi kan
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identifiera koefficienter. Sinustermer saknas i hogerledet, sa

Z C>\k:n ()\kn ) bkn _ 07

forn=0,1,.... Detta géiller for varje 7 1 intervallet (0, Ry),
och dér bildar Jy(Air/Ro), k= 1,2,..., ett fullstindigt
ortogonalsystem, med vikten r. Det f6ljer att alla by, = 0.
Pa samma sétt far vi for n # 1

> C>\kn )\kn
I | — n =0,
kZ:; Ro (Ro 7“) ag

sa att ap, = 0 for n # 1 och alla k. Fér n = 1 géller

ia %J Mr =r
£ k1 RO 1 RO )

for 0 < r < Ry. Koefficienterna aj; ges darfor av

a Ckt = ! /ROTJ (Aklr) rdr.
Ry~ [5Owar/Ro)2 Jo Ry

Enligt tabell ar

R2J5(Mg1)?

—

Man kan stanna hér och behalla integralen i uttrycket for
koefficienterna. Men med tabell och variabeltransformatio-
nen s = A7/ Ry gar det att berdkna integralen:

/ROTJ (Akl ) dr — R8J2()\k1).
0 Ry Akl
2R3

C)\zl J2(>\k;1) .
Med dessa ay; ar alltsa den sokta losningen

- A A
u(r,0,t) = Zakljl <R_k(jr> cos 6 sin %t.

=1 0

[J1(Ak1r/ Ro)||7 =

Detta ger

ap1 =



