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LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEQ030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM?2

Uppgift 1.
Vi vill anvénda Plancherels formel, och observerar att e~ ¢l

ar Fouriertransformen av funktionen %1 +1x2, enligt BETA
13.2 F41b. Da ger Plancherel
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[ o= T [ ropae=: [

Den sista integranden partialbraksuppdelar vi och far
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=2 [—— — arctan a:] =1— 7+ 2arctan 2.
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Denna primitiva funktion kan man ocksa hitta i BETA 7.4,

71. Svaret blir alltsa 1 — 7 4+ 2 arctan 2 ~ 0.0727.

Uppgift 2.

Detta ar varmeledningsekvationen med homogena randvill-
kor, sa man kan variabelseparera direkt. Darfor soker vi de
separerade 1osningarna X (x)7'(¢) till varmeledningsekvatio-
nen med randvillkoren. Som vanligt far man att

17(t)  X"(z)

LTt  X(o)

maste vara konstant, och randvillkoren ger X (0) = 0 och
X'(£) = 0.

Om A > 0, siig A = 2, ger X"(x) = p2X () att X(z) =

a cosh px + bsinh px. Men randvillkoren leder da till a = 0

och b = 0, sa detta fall ger inget utéver nollésningen. Om
A =0, far vi X(z) = a + bxr som kan avfardas pa samma

= A
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sitt. Da aterstar fallet A = —p? < 0, dir vi tar g > 0.
Man far X (z) = acosux + bsin ux och randvillkoren ger
att a = 0 och att by cos ul = 0. Det foljer att = (n — %)%
for nagot n € {1,2,...}.

Ekvationen for T ar T'(t) = kAT (t), och eftersom A\ =

—u? blir T'(t) proportionell mot exp (—k ((n— %)%)2 t).

De separerade losningarna ar alltsa multipler av

1
(n—3)ma e—k((n—%)%)Qt

6 Y
For att finna en losning till hela det givna problemet an-
sitter vi en summa av separerade losningar:

o0 . l . .
(1) u(x,t) = Za” Sinm o H(=5)’t
1

sin n=12,....

14

Initialvillkoret leder da till
1

oo
. (n—g)mx
ZansmT:x, O<z<m.
1

Vi vet att sinusfunktionerna i denna summa bildar ett full-
standigt ortogonalsystem pa intervallet (0, ), eftersom de
ar egenfunktionerna till ett reguljért Sturm-Liouville-problem.
Deras L?-normer dr kvadratroten ur

/:iHQde:z,
0 ¢ 2

Dérfor ges koefficienterna av

2 [* n — 3nw
an = 7 / xsin%daz: [partialintegration]
0

(n—%)mr (n—%)mc
Z (TL—§7T/€ 0 g 0 (’I’L—ﬁ)ﬂ'/g
2 1 . (n— l)mzr
= 04+ - [sm 2
C((n—3)m/0)? ¢ 0
86(—1)n+1

(2n — 1272



3

Varning: BETA 13.1 (12) ger en utveckling av funktionen
x 1 sinusserie, namligen

2L o (—1)""!
= — (=1 sinmm, |z| < L.

™ S n L

X

Om man hér siatter L = 2¢, far man en utveckling som
liknar den vi séker. Men eftersom vi skall ha (2n —1)7/(2¢)
som argument for sinusfunktionen, dvs. bara udda n-varden
i ovanstaende formel, kan vi inte anvinda detta for att finna
koefficienterna a,,.

Daremot gar det att fa fram a, genom att manipulera
med serien for fo(z) = |x|, men ovanstaende rdakning &r
nog enklare.

Svaret pa uppgiften dr (1) med a,, som ovan.

Uppgift 3.
Genom transformationen ¢t = /2 blir problemet i stéllet
att minimera

3 [ n-cof eva

dir Q(t) = P(z) = P(t/v/2) liksom P #r ett polynom av
grad hogst 3. Fordelen med denna omskrivning &r att vi
far vikten e, och vi vet att Hermitepolynomen (H,, )
bildar en ortogonalbas i L? med denna vikt. Satsen om

bésta approximation sédger darfor att

dar

1 > 2
Cn — W/ 2_1/4\/ |t|Hn(t)€_t dt,

oo

med normen tagen i det viktade L:-rummet. Enligt BETA
12.2 sidan 266 &r ||H,||* = n!2"\/7. Eftersom H, har sam-
ma paritet (udda — jamnt) som n, ser vi att ¢, blir 0 for
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udda n. Vi har alltsa bara ¢y och ¢y att rakna ut. Eftersom
Hy =1 far man

1/4 ) )
/ V[t e_t dt = / Vite  dt.

Den sista 1ntegralen har kan man hltta i BETA 7.5 (42)
(dér behéver parametern n inte vara heltal):

o0 2 1 3
dt=-T1(=>).
/o \/fe t 5 (4)

Det &r inte 6verraskande att I'-funktionen dyker upp har,
for ett alternativ dr att variabeltransformera s = t2 och
komma till den integral som definierar I'-funktionen. Alltsa

ar 14
2 3
Cy — ﬁ I (Z) .
Enligt tabellen #r Hy(t) = 412 — 2, sa

o—1/4

9—1/4

9—1/4

/ VIt (a2 =2)e " / V(AP —2)e " dt.

Samma tabellrad som nyss ger att

2 ()-()

For att hyfsa detta kan man utnyttja rekursionsformeln for
['-funktionen, som ger att I (%) = %F (%) Da fas

_2*1/4F 3\ 1
e 4w

Om man nu stoppar in uttrycken for ¢, och H, i formeln
for (), far man

-2 (5+2)

Det aterstar bara att transformera tillbaks till z for att fa
det sokta polynomet P:

pio) - Qv - Zr (2) (24 7).




Uppgift 4.

Bade differentialekvationen och randvillkoren dr homoge-
na, sa det dr baddat for variabelseparation. Om u(x,t) =
X (x)T(t) far man pa vanligt sétt att

() _ X"(x) - 4X'(x)
T(t) X(x)

och denna kvantitet maste vara konstant, sidg . For X
har man alltsa den ordinéra, linjédra differentialekvationen
X"(x) —4X'(x) — AX (z) = 0, vars karakteristiska ekvation
r? —4r — X = 0 har l6sningar r = 24++/4 + \. Randvillkoren
ger att X(0) = 0 och X(m) = 0. Losningarnas utseende
beror av vilket tecken 4 + A har.

Om 4+ X > 0,s8g 4+ X = p? med p > 0, blir 16s-
ningarna till den ordinéra differentialekvationen X (x) =
ae?tWr 4 pe>=1r  Randvillkoren innebér da att a + b = 0
och ae®t™ 4+ peC=m7™ = (), vilket, som man litt ser, medfor
a = b = 0. (Detta blir en aning enklare om man skriver
l6sningarna som e**(a’ cosh px + ' sinh ux).) Vi far alltsa
bara den ointressanta nollosningen i detta fall.

Om 4+ A = 0 har den karakteristiska ekvationen dubbel-
rot, och den ordinéra differentialekvationen har lésningar-
na X (z) = ae* + bre*. Da medfor randvillkoren igen att
a=b=0.

Om slutligen 4 + X\ < 0, sétter vi 4 + X = —p? dér p >
0. Den ordinéra differentialekvationen loses nu av X (x) =
e**(a cos px + bsin px), och randvillkoren ger a = 0 och,
eftersom bade a och b inte far vara 0, ocksa sinur = 0.
Déarfor maste p vara heltal, sa att € {1,2,...}.

For T har vi ekvationen 7"(t) = AT'(¢), dvs. T"(t) =
—(4+ p»)T(t), med 16sningar

T(t) = acos\/4+ p?t+ Bsin/4+ p?t.

Vi har ddrmed funnit de separabla l6sningarna

e sin (acosx\/4+u2t+ﬁsin 4+,u2t>, =12 ....
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For den sokta funktionen w blir ansatsen

(2) u(z,t) =

o0

Ze2xsinua: (ozucos\/ll—l—,th—l—ﬁMsin 4—1—,u2t).
p=1

Nu utnyttjar vi initialvillkoren, som ger

o0
2r _: _
g e’ sinpr = 1
p=1
och

o0
Z V4 + p2 Be*" sin px = 0,
p=1

badadera for alla 0 < x < 7. Detta &ar Fourierserieutveck-
lingar, och vi ser genast att alla 8, maste vara 0 och att o,
ar koefficienterna for funktionen e~2*, utvecklad i sinusserie

i (0, 7). Darfor &r

2 ™
a, = —/ 2 gin px da

—2m
_ —Im/ —24ip)x _ 21m<_1)ﬂe ‘_1
7 -2+
2 S 1)(=2—ip) 2 (1= (=1)re )
oo 4—|—u ™ 4+ p? '

Losningen vi soker blir alltsa (2) med dessa a,.

Anm. Ett annat sitt att rdkna ut o, ér att partialintegrera
tva ganger. Da kommer man tillbaka till integralen man
startade med, med en koefficient # 1. Men det enklaste &r
att hitta den primitiva funktionen i BETA 7.4 330.

Uppgift 5.
Vi utgar fran formeln

zx sing __ E : J zmp
Y

n=—oo
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se BETA 12.4 sidan 274. Den giller for x > 0 och alla
reella . For varje fixt x dr hogerledet en Fourierserie, som
maste vara den komplexa Fourierserien for funktionen ¢ —
eS¢ i vinsterledet. Dirfor ges koefficienterna J,(x) av
den vanliga formeln

1 — .
(3) Jn(x) — % /_Tr eZZL'SIHSDG—anD dsp.
Denna formel kan man ocksa fa fran sidan 270 i BETA 12.4.
I den givna integralen gor vi omskrivningen

]_ ]_ N ]_

.. 9 24
= —(1— 2 =_— — —eW__
sm- @ 2( COS QO) 5 46 46

Den givna integralen kan darfor fas med hjilp av tre inte-
graler av typ (3), utom att vi har ett minustecken i expo-
nenten framfor ¢z sin . Men det minustecknet &ndrar bara
tecknet framfor integralens imagindrdel som &r

/ sin(z sin @) sin? ¢ dp,

—T

—2ip

och detta &r 0 eftersom integranden hér dr udda. Det bety-
der att minustecknet i exponenten inte har nagon betydelse
och kan strykas. Dérfor ger (3)

s
/ e irsing sin2 QOdQO

™

I L [T sne 2 1 (" . . .
:_/ ezxsmcpdgp__/ ezxsm(pe%gpds@_i/ ezxsm<p€—2z<pd90

2 -7 -7 -7

T m
= 7T<]0(ZZC) - 5 J_g(x) - 5 JQ(x)
Men J_o(z) = Jo(z), se BETA 12.4 sidan 270, sa

/ e e gin? pdp = wJy(x) — wIo(2),

som ar svaret.

En liten variant av ovanstaende ar att skriva om Fourier-
serien for e"*™%¥ som en sinus-cosinus-serie, och sen arbeta
med sadana serier.



8

Uppgift 6.

Hogerledet 1 gor ekvationen Au = 1 inhomogen. Eftersom
1 4r oberoende av bada variablerna, kan man anvéinda ste-
ady state-metoden, alltsa forst finna en 16sning wug till ek-
vationen som dr oberoende av den ena variabeln. Den “ena
variabeln” brukar vara tiden ¢, ddrav uttrycket. Men i det-
ta fall kan vi véalja x eller y. Vi véljer z, sa att ug blir en
funktion av enbart y. Det ger ekvationen uj(y) = 1, med
16sningar uo(y) = °/2 + ay + b.

I allménhet vill man ocksa att en sadan steady-state-
16sning u(y) skall uppfylla randvillkoren i &ndpunkterna
av y-intervallet. Hér kan vi klara det ena, uo(0) = 1, genom
att vilja b = 1, men att fa ug(¢) = z for alla 0 < z < L
gar forstas inte. Liagg ocksa mirke till att z-derivatan (ug),
ar 0, sa att varje sadan 16sning uppfyller randvillkoren for
x = 0 och z = L. For koefficienten a har vi fritt val och
viljer enklast a = 0, sd att uo(y) = y*/2 + 1.

For v(z,y) = u(x,y) — uo(y) far vi

Av =0, O<zx< L, O0<y<{,
v(z,0) =0, v(z,l) =2 — /2 -1, 0<x<L,
v:(0,y) =0, v (L,y) =0, 0<y<U/.

Nu har vi ett standardproblem, en homogen ekvation med
homogena randvillkor f6r z = 0 och x = L. Dértor separe-
rar vi variablerna och soker 16sningar av formen v(x,y) =
X(2)Y (y), vilket som vanligt ger

X"x) _ Y'(y)

X(x) Y()
for nagon konstant X\. De homogena randvillkoren gor att
vi borjar med X, och vi far ekvationen X"(x) = AX(z)
med X'(0) = X'(L) = 0. I denna vélkédnda situation vet vi
att enda mojligheten dr att A = —(nm/L)? och X (z) 4r en
multipel av cos £, for nagot n € {0,1,2,...}.

Ekvationen for Y (y) blir da Y”(y) = (nn/L)*Y (y). For

n > 0 maste darfor Y (y) vara en linjairkombination av
sinh “ och cosh . Randvillkoret v(x,0) = 0 ger Y (0) =
0, sa nagon cosh-term finns inte. For n = 0 far vi i stallet
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att Y maste vara ett forstagradspolynom, och pa grund av
samma randvillkor i sjdlva verket en multipel av .
Som separerade losningar far vi alltsa 1 -y och

cos " sinh 24, n =1,2,..... Vi ansétter darfor
(0.]
nwr . | nwy
=b b,, cos —— sinh —.
U($,y) 0y+z n I mn I

n=1

Det aterstaende randvillkoret v(x,£) = x — £?/2 — 1 siéiger
da att
i nwx nm/ 2

bol b, ——sinh—=2— — — 1.

o+n§_:1 cosLsmL x2
Vi utvecklar darfor funktionen 2 i cosinusserie i intervallet
(0,L). BETA 13.1 (3) med o« =1 och h =1 ger

L AL & 1 (2n — )7z

33:———2 — 2COS
2 < (2n—1) L

Det aterstar bara att identifiera koefficienter. Fér den kon-
stanta termen far man byl = L/2 — (?/2 — 1, dvs.

! L-2

T}
For n > 1 blir by, = 0 och

4L 1

boan—1=—— :
. (2n—1)m¢
T (2n — 1)%sinh “—7—

Vi kan sammanfatta i en formel for den sckta l6sningen
U =0+ Ugp:

u(z,y) =
y? (L—2 g)y 1 4L A oS (2n_Ll)m sinhw

9 2 .1 (2n—1)xl
@ (2n — 1)?sinh =

20 2

5 +
n=1



