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Om likformig konvergens och om
Eulerekvationer

Peter Sjogren

1 Likformig konvergens

Lat en f6ljd (f,,)$° av funktioner vara given, alla definierade pa ett intervall
I C R. Det kan da hénda att funktionsvéirdena f,(z) i varje punkt = € [
konvergerar mot ett gransvirde, som i allménhet beror av x och som alltsa
ges som f(z), for nagon funktion f ocksa definierad pa I. Detta kallar man
punktvis konvergens. Observera att vi inte jamfor konvergenshastigheten i
olika punkter z. Enligt definitionen av gransviarde betyder punktvis konver-
gens att det for varje x € I ar sa att det for varje € > 0 finns ett heltal N > 0
sadant att n > N medfor |f,(z) — f(x)| < e. Har far alltsi N bero av bade
€ och x.

Likformig konvergens diremot innebidr att N bara far bero av e, alltsa
att givet € > 0 finns det ett N som duger {for alla punkter = i intervallet. Sa
hér blir den formella definitionen.

Definition. Funktionsfoljden (f,)5° sdges konvergera likformigt mot f i in-
tervallet I om det for varje € > 0 finns ett heltal N > 0 sadant att olikheten
|fu(x) — f(x)| < e gdller for alla x € I sd snart n > N.

[For den som gillar formler med logiska kvantifikatorer kan dessa begrepp
skrivas koncist. Punktvis konvergens uttrycks med formeln

Veel Ve>0 IN>0; n>N=|f(z)— f(z)] <e.

Har star semikolon ; for “sadant att”.

For att definiera likformig konvergens anvinder vi samma formel, men
med den viktiga skillnaden att vi flyttar in kvantifikatorn Va € [ sa att detta
kommer efter 3N > 0, alltsa

Ve>0 AN >0; Veel n>N=|f(z)— f(z)] <e.
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Det avgorande &r alltsa ordningen mellan Vo och 4N. Ordningen mellan Vz
och Ve i den forsta formeln spelar déremot ingen roll.|

Likformig konvergens &r alltid knuten till ett intervall, eller en méngd.
En f6ljd kan mycket vil konvergera likformigt i ett intervall men inte i ett
annat, storre intervall. Observera att likformig konvergens ar starkare dn
punktvis konvergens, dvs. likformig konvergens medfor punktvis konvergens.
Vi skall strax se att den omvinda implikationen inte giller.

Likformig konvergens illustreras av figur 1, dér den tjocka kurvan repre-
senterar gransfunktionen f och de tva andra adr kurvorna for funktionerna
f £ ¢, med nagot litet virde pa ¢ (bandets vertikala bredd &ar konstant). Att
fn konvergerar likformigt mot f innebér att om vi gar langt bort i féljden,
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alltsa véljer n stort, kommer kurvan for f, att ligga helt inne i bandet. Detta
ska gélla for alla sadana band, dvs. for alla € > 0.
Ett ekvivalent, askadligt och ofta anvindbart sétt att beskriva likformig
konvergens ar
sup | fu(z) — f(z)] =0 da n — oo.
zel
Lagg marke till att f,, konvergerar mot f om och endast om f, — f kon-
vergerar mot O-funktionen, och detta for savil punktvis som likformig kon-
vergens. Det &r alltsa ingen stor inskrinkning att anta att gréansfunktionen
f ar 0, nagot som forenklar situationen.
Vi kan nu ge exempel pa en f6ljd som konvergerar punktvis men inte lik-
formigt pa intervallet I = [0, 1]. Figur 2 visar tva av funktionerna i foljden.



Definiera h,, som den kontinuerliga funktion pa [0, 1] som tar sitt storsta
virde 1 i punkten %, ar 0 1 punkten 0 samt i intervallet [%, 1] och ar linjér
ddremellan. De likbenta trianglarna i figuren blir alltsa allt smalare da n
vaxer. Lat oss forst se att denna funktionsfoljd konvergerar punktvis mot
0. Da ska vi fixera en godtycklig punkt z i intervallet. Ifall x = 0 ar alla
virdena h,(z) = 0 och konvergensen &r trivial. Om x > 0 ser vi att tri-
anglarna for stora n-viirden hamnar till vinster om z, sa att h,(z) blir 0.
Alltsa konvergerar foljden (h,(x)) mot 0, och den punktvisa konvergensen
ar klar. Likformig konvergens skulle ddremot innebéra att kurvorna for h,
for stora n-virden ligger inom ett smalt band kring O-funktionen. Det &r
uppenbart falskt, sa funktionerna konvergerar inte likformigt mot 0 pa [0, 1].
Observera att detta hénger ihop med att vi nér vi hér verifierade den punkt-
visa konvergensen i punkter x > 0 mycket nira 0 maste ta till allt storre n
for att fa triangeln att hamna till vinster om z. (Déremot konvergerar denna
funktionsfoljd likformigt mot 0 i intervallet [6, 1], for varje givet § > 0.)

Punktvis konvergens f,, — f riacker inte for att garantera att integralen av
fn konvergerar mot integralen av f; vi skall snart se exempel pa detta. Men
likformig konvergens ricker om man integrerar 6ver ett begrénsat intervall,
enligt foljande sats.

Sats 1. Anta att funktionerna f,, n =1,2,... dr kontinuerliga pa intervallet
la,b], dir a och b dr dndliga. Om f,, konvergerar likformigt mot f i detta
intervall, sa gdller

b b
/fn(x)dxﬂ/ f(z)dx di n — oc.

Beuvis. Vi uppskattar skillnaden mellan integralerna med triangelolikheten,
enligt

[ h@ydn= [ pa)dnl < [ 1fule)- @) ds < (b-a) sup | o) -0,

och den sista kvantiteten hir gar mot 0 da n — oo. O

Ett exempel déar konvergens inte géller for integralerna trots att man
har punktvis konvergens finns i figur 3. Funktionerna har ar nh,(z); man
multiplicerar alltsa funktionerna h,(z) fran figur 2 med faktorer n, sa att alla
trianglarna far samma area 1. Det betyder ju att alla funktionerna nh,(x)



har integral 1. Men precis som for h,(z) nyss ser man att dven nh,(x)
konvergerar punktvis mot O-funktionen i hela intervallet [0, 1].

Lagg maérke till att vi var tvungna att lata funktionerna ta allt storre
varden for att astadkomma detta exempel. Foljande sats sdger nédmligen
bland annat att slutsatsen i satsen ovan giller sa snart man har punktvis
konvergens och alla funktionernas grafer ryms inom en och samma rektangel,
dvs det finns ett M > 0 sadant att |f,(z)| < M for alla n och z. I den
allménna versionen kan intervallet (a,b) vara obegrinsat, och man ska kunna
majorera alla funktionerna inte med en konstant M utan med en funktion
g > 0 som ar integrabel pa intervallet, sa hér:

Sats 2 (Dominerade konvergenssatsen). Anta att funktionerna f,, n =
1,2,... dr integrabla pd intervallet [a,b] och konvergerar punktvis mot funk-
tionen f pd [a,b]l. Om det dessutom finns en funktion g > 0 pd intervallet
med fabg(x) dr < oo sadan att |fn(x)| < g(z) for alla x € [a,b] och alla n,
sa galler

b b
/fn(x)dxﬁ/ f(z)dzx, di n— .

I fallet med graferna som ryms i en rektangel ovan kan man alltsa vilja
g(x) = M. Vi maste avsta fran att bevisa denna sats, eftersom beviset
anviander ett utvidgat integralbegrepp.

Foljande sats sdger att likformig konvergens bevarar kontinuitet, vilket
ibland adr anviandbart.

Sats 3. Om funktionerna f,, n =1,2,... ar kontinuerliga pd intervallet I
och ddr konvergerar likformigt mot funktionen f, sd dr ocksa f kontinuerlig
pa 1.

Aven fér funktionsserier sasom > oo | f,(z) kan man tala om likformig

konvergens. Denna serie séges konvergera likformigt mot F'(x) i intervallet
I, om partialsummorna Zivzl fn(z) konvergerar likformigt mot F'(x) i I da
N — o0.

Sats 4 (Weierstrass majorantsats eller M-test). Anta att funktionerna f,, n =
1,2,... dr definierade pa intervallet I och konvergerar punktvis mot funktio-
nen f pa [a,b]. Om det finns tal M, > 0 sidana att Y -, M, < oo och
|fo(2)] < M, for alla x € I, si konvergerar funktionsserien Y -, fu(x)
likformagt och absolut pa 1.



Ordet “absolut” innebér hir att dven serien » - |f. ()| konvergerar lik-

formigt pa I. For beviset hdnvisar vi till tidigare kurslitteratur.

Denna sats kan anvindas for Fourierserier. Om némligen koefficienterna
¢ Ar sd sma att > |c,| < oo, ger satsen att Fourierserien Y > ¢ e™*
konvergerar likformigt och absolut, pa hela R. (Summan tas hir over alla
heltal, sa man tillimpar satsen pa summan Over de positiva heltalen och
den 6ver de negativa separat.) Det hér fungerar ocksa for cosinus- och si-
nusserier. Fourierkoefficienterna for en 27-periodisk funktion uppfyller detta
villkor om funktionen &r kontinuerlig och styckvis glatt. Fourierserien for
sadana funktioner konvergerar alltsa likformigt och absolut pa hela R, vilket

ar vad Theorem 2.5 sid 41 i Follands bok séiger.

2 Eulerekvationer
Eulerekvationer kallar man ordinara differentialekvationer av formen
2y (x) + axy'(x) + by(x) = 0, (1)

ddr x > 0, och a och b ar konstanter. Sadana bor man kiéinna igen nir man
stoter pa dem, eftersom det dr latt att ange den allménna l6sningen. Om
man nimligen sitter x = e’ och betraktar y som en funktion av ¢, far man
efter en liten kalkyl i stéllet ekvationen

Py A% gy o 2
e e TP 2)
Denna kalkyl utfor vi inte hér; det ricker att veta att den finns. I (2) ar
A =a—1och B = b, men det viktiga ar att (2) &r en ekvation med kon-
stanta koefficienter. Som bekant blir darfér 16sningarna till (2) i allménhet
linjirkombinationer av tva funktioner av typ e, och 6versatt till  blir det
7. Detta gor att den losningsmetod man i praktiken anvinder for en Eu-
lerekvation dr att ansidtta y = 27. Instoppat i ekvationen ger det

v(y = Da” + ayx? + bx? =0,

eller helt enkelt y(y—1)+ay+b = 0. Denna andragradsekvation sammanfaller
med den karakteristiska ekvationen for (2). Dess rotter kallar vi +; och
2. Om 1 # 79, dr den allménna l6sningen till Eulerekvationen y(x) =
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12" 4cox?. Om déaremot y; = 7, dvs. andragradsekvationen har dubbelrot,
blir den allménna lésningen y(x) = ¢127 + cox? Inx. Detta dr i bada fallen
en direkt oversdttning fran ¢ till 2 av den kiinda l6sningen for ekvation (2).
Rotterna v; och 5 behover forstas inte vara reella.

Exempel 1.
2%y (x) + 2y (v) + dy(x) = 0.

Ansatsen y = x7 ger efter division med z”
Yy = D" + 27 + 427 =0,

med rotter v = £2¢. Eftersom rétterna ar olika, vet man da att den allménna
16sningen ar

2i 2ilnx +

y(z) =cya® +ca ¥ =c,e —2iln

c_e
Lagg marke till att detta ocksa kan skrivas
y(x) = ccos (2Inz) + dsin (2Inz)

med nya konstanter ¢ och d.

Exempel 2.
2%y (x) + 2y (z) = 0.

Ekvationen for «y blir nu v* = 0, med dubbelrot v = 0. D4 blir den allménna
16sningen enligt ovanstaende y(z) = ¢; + colnz. Det kan man ocksa se
direkt i detta fall. Efter division med x kan ekvationen ndmligen skrivas
(xy/(z))" = 0, vilket &r ekvivalent med att zy'(x) &r konstant, sig co. Men
det betyder ju y'(z) = ¢2/x, och integration ger y(x) = ¢y lnz + ¢; igen.



