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Ortogonalsystem i L?

Peter Sjogren

Dessa sidor ar avsedda att ersitta Sections 3.3 och 3.4 i Follands bok Fourier
analysis and its applications, med undantag av den dominerade konvergenssat-
sen pa sidan 83.

1 NAagot om rummet >

I det foljande skriver vi L? for L*(D), dér D dr nagot intervall pa linjen, ofta
hela R, eller nadgot omrade i R™. Funktionerna i L? kan vara antingen reell-
eller komplexvérda.

Vi “definierar” L? som rummet av alla funktioner definierade i D sadana

att
/ (@) dz < oo,
D

men detta ar en forenkling av verkligheten. En korrekt definition kréver ett
forfinat integralbegrepp, som vi inte gar in pa hér.
Man infor skalirprodukt (= inre produkt) och norm i L? enligt

o) = [ fa@@ds o Ifl = VIET) (/ e de) "

Hér dr g(z) komplexkonjugatet av g(x), sa i det reellvirda fallet har strecket
ingen effekt. Som i linjir algebra visar man Cauchy-Schwarz olikhet

[(f ol < 1If gl

och triangelolikheten
L+ gll < [1£11 =+ llgll-



Om en funktion f € L? dr si liten att ||f|| = 0, betraktar vi f som

nollfunktionen och skriver f = 0, eller for tydlighetens skull f = 0 i L*-
mening. Man kan visa att detta innebéar att f(z) = 0 utom da z tillhor en
méngd som i en viss mening dr mycket liten.
Anm. Formellt blir detta korrekt genom att man betraktar f och g som
samma L?-funktion sa snart ||f — g|]| = 0. S& egentligen bestar L? inte av
funktioner utan av méngder, kallade ekvivalensklasser, av funktioner, dar
ekvivalensrelationen ges av || f — g|| = 0.

Vi betraktar || f — h|| som avstindet mellan tva funktioner f,h € L?. En
foljd (f;)3° i L? siges konvergera i L? eller i L*-mening mot f € L* om
£ — £l = 0 da j — oc.

Tva grundliggande egenskaper hos L? méaste vi ge utan bevis, i brist
pa en korrekt definition. En L?-funktion kan vara ganska oregelbunden,
exempelvis obegransad och diskontinuerlig, men den kan alltid approzimeras
med “snillare” funktioner. Mera precis kan man for varje f € L? hitta en
funktion g € L? som ér kontinuerlig, och dessutom har kontinuerliga derivator
av godtyckligt hog ordning, sddan att ||f — g|| 4r mindre &n ett foreskrivet
e > 0. En ytterligare finess adr att g kan véljas som 0 utanfér en begrinsad
och sluten delmingd av D.

Den andra egenskapen #r att L2 ar fullstindigt. Det betyder att varje
Cauchyfoljd konvergerar. Med en Cauchyfoljd menar vi en f6ljd (f;)5° 1 L?
sadan att ||f; — fx|| — 0 da j, k — oc.

Tillsammans séger dessa tva egenskaper visentligen att man kommer fram
till L? genom att utga fran “snilla” funktioner och ligga till allt som behdvs
for att fa ett fullstindigt rum, men inte mer. Konstruktionen &r analog med
utvidgningen fran Q till R.

Den birande idén i det féljande &r ett geometriskt synsitt pa L2, som ju
ar ett vektorrum med reella eller komplexa tal som skaldrer. Det nya jamfort
med linjir algebra dr att rummet har odndlig dimension. Pythagoras sats
giller dven hir: om f och g dr ortogonala vektorer, dvs. (f,g) =0, &r

1f +gl* = ILA1” + llgl*.

Detta visar man latt genom att utveckla skalarprodukten (f + g, f + ¢g).

Man anviinder ofta en variant av L?. Om w #r en kontinuerlig, positiv
funktion i D, definierar man det det viktade L?*-rummet L? bestaende av alla
funktioner f som uppfyller

/D |f(z)Pw(x) dr < co.
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Da ges skaldrprodukten och normen av

(f, g = /D f@)g@w(z)dz och [ f] = v/ F .

[ stort sett allt i denna text géller dven for L2, fast ortogonalsystemen blir
forstas inte desamma.

2 Ortogonalsystem

I den linjira algebran infér man ofta en ortogonal- eller ortonormalbas, da
rummet ar forsett med en skaldrprodukt. For att hitta nagot motsvarande i
L? maste vi ta till en oéndlig foljd.

Definition. En filjd (¢,)° av L?-funktioner dr ett ortogonalsystem i L* om
(D, Gy = 0 for n#n’ och ingen ¢, dr 0 i L*-mening.

Tvéa exempel pa ortogonalsystem i L*(—m, ) ar
{e™ necZ} och {cosnz, n=0,1,2,...} U{sinnx, n=1,2,...}.
I L?(0,7) &ar bade
{cosnz, n=0,1,2,...} och {sinnz, n=1,2,...}

ortogonalsystem; detta visas i cosinusfallet i Folland, sidan 70, och sinusfallet
ar analogt.

For dndliga linjarkombinationer av vektorerna i ett ortogonalsystem ger
upprepad anvindning av Pythagoras sats att

N N
I Zdn¢nHQ = Z ’dn’2H¢nHZ>
1 1

dar d,, ar skalarer.
Givet ett ortogonalsystem vill man utveckla en godtycklig L2-funktion f

1 en serie
o0
f = Z Cn¢na
1

dér vi soker skaldarerna c,. I vara exempel blir detta en Fourierserie, och man
brukar tala om Fourierserier dven i det allméinna fallet.



For att gissa vad ¢, bor vara, utgar fran denna ekvation, skaldrmulti-
plicerar bada leden med ¢, och chansar pa att man kan ta skaldrprodukterna
termvis i hogerledet. Pa grund av ortogonaliteten blir det d& bara en term
kvar i hogerledet, ndmligen den med n = k. Vi skulle fa

(f, o) = cr{dr, Pr)-

Hir byter vi ut £ mot n och kommer ihag att (¢, ¢,) = ||dn||> # 0. Da far

vi
1

= W <f7¢n> = Cn(f)a

dér den sista likheten &r en definition av ¢,(f). Vi kommer att se att detta
ar ratt val av koefficienter for f.

Anm. Man kan vilja att normera alla ¢,,, dvs. ge dem norm 1. Det man far
da kallas forstas ett ortonormalsystem, och formeln for ¢,(f) stdmmer nu
med den fér ortonormalbaser i linjar algebra. Men man brukar inte normera
de ortogonalsystem vi sysslar med.

Vi skall forst se att ¢, (f) dr det bésta valet av koefficienter da man bara
far anvéinda dndligt manga ¢,. For ett (stort) naturligt tal N later vi Hy
vara det delrum av L? som spianns upp av ¢p,-- -, ¢n. Vi vill bestimma ko-
efficienter d,, sa att ZJIV d, ¢, blir en sa bra approximation av f som mojligt.
Detta méter vi med normen ||f — Zjlv dy®nl|-

Cn

Sats. (Satsen om bdsta approzimation, Theorem 3.8 ¢ Folland) Om
feL? ar Ziv cn(f)pn den punkt i Hy som ligger ndrmst f, dvs.

N N
mln||f—zdn¢n’| = ||f_zcn(f)¢n“7
1 1

ddar minimum tas over alla skaldrer dq,--- ,dy.

Anm. Observera att denna sats utspelas i ett vektorrum av éndlig dimension,
nimligen det delrum av L? som spinns upp av f och ¢q, - - -, ¢n. Dirfor foljer
den av satsen med samma namn fran den linjira algebran. Vi ger dnda ett
bevis, eftersom det belyser inneborden och eftersom vi kommer att ha nytta
av en formel i beviset.

Bevis. Om vi viljer d,, = ¢,(f) for alla n, blir normen i vénsterledet lika
med hogerledet, sa det aterstar bara att visa att den aldrig blir mindre dn
hogerledet.



Observera att vektorn f — 211\7 cn(f)on ar ortogonal mot varje ¢y, 1 <
k < N, eftersom

N

(F = enlf)bn, 1) = (f dr) — c(f) (s B) = O,

1

det sista enligt definitionen av ¢x(f). Den dr dérmed ocksa ortogonal mot
varje vektor i Hy. Se figuren.
Nu skriver vi

f - Z dnfn = (f - ch(f)¢n) + Z(Cn(f) - dn)¢n>

och observerar att av de tva termerna i det har hogerledet ligger den andra i
Hy, och den &r darfor ortogonal mot den forsta termen. Da ger Pythagoras
sats

N N N
1f =D dugall® = 11f = D ealH)enll® + 3 lealf) = duPllénll”. (1)
1 1 1

Eftersom den sista termen hér aldrig dr negativ, ser vi att

N N
1f =Y dutnl®> = 1f = calf)dnll™
1 1



Detta sdger att normen i vinsterledet i satsens formulering alltid &r minst
lika stor som hogerledet. Satsen foljer.
O

Som framgar av figuren betyder ortogonaliteten vi fann i detta bevis att
Zjlv cn(f)@n ar ortogonalprojektionen av f pa delrummet Hy, och ddrmed
ocksa den “narmsta punkten”.

Observera ocksa att satsen kan anvindas sa snart man har ett linjirt
delrum H C L? av #ndlig dimension N. D& kan man niamligen finna ett
ortogonalsystem (¢,)N_, i H, och nagra fler ¢,, behovs inte.

Beviset ger ytterligare resultat. Om man véljer alla d,, = 01 (1), far man

LF1I* - Z|Cn Wllénll* =11 = ch )oull® >0, (2)

dér den sista olikheten &r uppenbar. Den medfor att

N

D lenlDPIeall® < I

1
Hér kan vi lata N — oo och fa féljande olikhet.
Sats. (Bessels olikhet)

[e.o]

D lelNPIeall® < I

1

Vi skall nu se att denna olikhet medfor att serien > ° ¢, (f),, konvergerar
i L?. Betrakta en allmén serie > " d,¢,. Att denna konvergerar innebér att

dess partialsummor Ziv d, ¢, konvergerar di N — oo, i L>-mening.

Lemma. Om Y ;" |d,]*||éa]|* < oo, sd konvergerar serien Y 1" dpéy @ L*-
mening.

Bevis. Partialsummorna bildar en Cauchyf6ljd, eftersom for N’ < N

llZdnqﬁn denH?—HdenH? ZWH%HQ,

N'+1 N'+1

enligt Pythagoras sats, och den sista summan gar mot 0 da N, N/ — .
Men i L? konvergerar Cauchyfoljder. O



Enligt Bessels olikhet konvergerar darfor serien > 7 ¢,,(f)¢n. Vi vill veta
om dess summa ar f, vilket ir detsamma som att || f — SV ¢, (f)én| — 0
dd N — oo. Genom att lata N — oo i (2) ser vi att detta &r sant om och
endast om

D lealNPNeall? = 1112,
1

dvs. likhet giller i Bessels olikhet. For varje f € L? har vi alltsi ekvivalensen
doalNon=1F & D lalHPlsall® = 111" (3)
1 1

Nista fraga blir om detta géller for alla f € L?, si att alla L>-funktioner kan
serieutvecklas i ortogonalsystemet. Svaret gor vi till en definition.

3 Fullstindiga ortogonalsystem

Definition. Ortogonalsystemet (¢,,)5° kallas fullstindigt, eller en bas, om
S en(f)pn = f for alla f € L*. Serien skall alltsi konvergera mot f i L?,

Hir &r som forut ¢, (f) = W (f, Dn)-

Foljande sats siger att fullstindighet kan beskrivas pa flera sitt. Det bor
kanske papekas att ekvivalens hir innebér att var och en av de tre utsagorna
medfor de andra tva.

Sats. (Theorem 3.4 i Folland) Lit (¢,)5° vara ett ortogonalsystem i L*.
Féljande ar ekvivalent:

(a) (6n)F° Gr fullstindigt;

(0) ST Nen(H)PNbull? = | FN? for alla f € L* (Parsevals ekvation);

(c) om f € L? ir ortogonal mot alla ¢, si ir f = 0.

Bevis. Att (a) och (b) &r ekvivalenta foljer direkt av (3). For att se att (c)
foljer av (a) utgar vi frian att (a) géller och antar att f € L? &r ortogonal mot
alla ¢,. Da ar alla ¢, (f) = 0, sa i Fourierserien » (" ¢,,(f)¢, dr alla termer
0. Men pa grund av (a) dr summan av denna serie f s& att f = 0, och (c)
foljer.

Slutligen visar vi att (c) medfér (a). Tag en godtycklig f € L. Vi vet
redan att >} ¢, (f)d, konvergerar, enligt Bessels olikhet och lemmat ovan, sa
vi kan bilda skillnaden f — " ¢, (f)¢n. Skaldrprodukten av denna skillnad
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och ¢ blir (f, &r) — cr(f)||ox||?, som &r 0 enligt definitionen av ¢ (f). (For
att hir ta skaldrprodukten termvis i summan utnyttjade vi skalarproduktens
kontinuitet; se 6vning 3.3.1 i Folland.) Skillnaden &r alltsd ortogonal mot
alla vektorer i ortogonalsystemet och dérmed 0, eftersom vi utgar fran (c).
Detta visar att (a) foljer av (c).

Dérmed &r det visat att de tre utsagorna ar ekvivalenta. O

Vi skall nu se att de ortogonalsystem man anvinder for Fourierserier ar
fullstindiga. Satsen formuleras for intervallen (—m, 7) och (0,7), men det
foljer genast att fullstindighet ocksa géller for motsvarande baser i (—/, /)
och (0, 7).

Sats. (Theorem 3.5 i Folland) Ortogonalsystemen
{e™ necZ} och {cosnz, n=0,1,2,...} U{sinnx, n=1,2,...}.
i L*(—m, ) dr fullstindiga. Detsamma giller for systemen
{cosnx, n=0,1,2,...} och {sinnz, n=1,2,...}
i L*(0, 7).

Bevis. Ta f € L*(I), dir I ar intervallet (—m,7) eller (0,7), och lat € > 0.
Da kan vi approximera f med en kontinuerligt deriverbar funktion g i I, sa att
|f =gl <e. Vikan ocksa villja g sa att g = 0 néra I:s &ndpunkter. Da har g
en fortsattning till en 2m-periodisk funktion g pa R, som dessutom kan viljas
jamn resp. udda i fallen med de tva baserna i (0, 7). Utividgningen g blir da
kontinuerligt deriverbar pa hela R. Sats 2.5 i Folland ger att Fourierserien
> 17 en(g)¢n for g konvergerar likformigt mot g. Hér betecknar (¢,,) det av
de fyra ortogonalsystemen som vi betraktar. Om N viljs stort nog, har man

da att
N

lg — ch(9)¢n| <€

1

overallt i I. Kvadrering och integration ger

N N

o = Yalool = [lol0) = Selo@Pd < e

1 1



Med triangelolikheten far vi da

N N
||f_zcn(g)¢n|| - Hf_g+g_zcn(g)¢n’|
1 1

N

<|f=gll+1g =D cnlg)gnll < (1+ V2m)e.

1

Men nu foljer det av satsen om bésta approximation med d,, = ¢,(g) att

Hf - ch(f)d)nn < Hf - ch(g)¢n’| < (1 + \/ﬁ)g

Eftersom e ar godtyckligt, betyder detta att Fourierserien for f konvergerar
mot f i L*(I). Ortogonalsystemet (¢,) dr alltsa fullstéindigt. O

Det &r latt att ge exempel pa ortogonalsystem som inte ar fullstindiga.
Man kan ta systemet ¢, = cosnz, n = 0,1,2,..., i L*(—n, ), alltsa i “fel”
intervall. Det &r ortogonalt i (—m,7), eftersom dessa funktioner ar parvis
ortogonala savil i (—,0) som i (0, 7). For att se att det inte &r fullsténdigt
i (—m, ) riacker det att se att nagon av de ekvivalenta utsagorna (a), (b)
eller (c) inte dr sann. Och eftersom alla ¢,, ar jamna funktioner, blir varje
udda funktion i L?(—m, ) ortogonal mot alla ¢,, och dérfor giller inte (c).
Ofullstandigheten foljer.

Det finns &nnu enklare exempel: om man i vilket ortogonalsystem som
helst kastar bort en enda av basfunktionerna, sig ¢,,, kommer alla de ater-
staende ¢, att vara ortogonala mot ¢,,. Genom att ta f = ¢,, ser man
dérfor att (c) inte ar uppfyllt for det reducerade systemet, som alltsa inte dr
fullstandigt.

I vektorrum av dndlig dimension ar ett ortogonalsystem fullstandigt, dvs.
en bas, om och endast om antalet vektorer ar lika med rummets dimension.
Men nagot motsvarande fungerar alltsa inte i odndlig dimension.

4 Parsevals ekvation

For de fyra trigonometriska, fullstindiga ortogonalsystemen i satsen ovan har
man enligt (b) Parsevals ekvation, som ger ett samband mellan normen av en



godtycklig L2-funktion och dess Fourierkoefficienter. Hur Parsevals ekvation
ser ut i dessa fyra fall kan man se pa sidan 79 i Folland.

Genom ett enkelt variabelbyte flyttar man Fourierserierna fran intervallen
(—m,m) och (0,7) till (—¢,¢) och (0,¢), for ett givet £ > 0; se sidorna 46-47
i Folland. Man far da foljande fyra typer av Fourierserier med motsvarande
former av Parsevals ekvation:

flz) = che""”/f, A <xz</

med , -
[ 1@l de =203 e
¢ —
W@ o~ nmwx . nwx
f(x):§+¥<an0087+bnsm7), —A<xz</
med
‘ 2 PRe - 2 2
[ 5@ dr = Slak + 03 (lanl + )
- 1
f(x):%%—zl:ancos?, O<z</
med
‘ 2 L 2
i |f ()] dw:z\@of +§Z\&n\ ;
1
> nmwT
=N b, sin 2F ¢
f(z) ;nsm R 0<z<
med

oo

¢ l
| @ =5l

1
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Dessa versioner av Parseval star inte i Follands bok. Men de tva {orsta
fallen finns i BETA 13.1 sid 312, dir man maste vilja T'= 2¢ och a = —/.
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