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Linjar regression. Mycket vanligt med linjira samband, t.ex.
@ Strom som funktion av spanning.
e C14 som funktion av &lder.
o Rodférskjutning som funktion av avstand till galax.
@ Lingd hos dotter som funktion av mammans langd.

Séllan perfekta samband: data kommer inte riktigt att ligga p& en

linje. Modell:

Ye=a+bxx+ex, k=1,2,...,n
dar €1, €2,...,€, ar oberoende och N(0,02). a, b, o okinda
parametrar. Talen xi,x», ..., X, kan ses som givna fixa tal.
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ML-skattning av a och b: Det giller att Y, ~ N(a + bxy,0?), s&

1 1 2
f _ e 202 k—a—bxi)*
Yk(yk) J\/Qi’/r
Darfor blir
L(a7b7a;y1a"'7yn) = le,...,Yn(y1a--~,Yn)
_ 1 e—ﬁ > ke1(k—a—bxi)?
- Jn(zﬂ-)n/2 '

Att maximera m.a.p. a och b &r att minimera

n

Z(Yk —a— bx)® =: L(a, b).

k=1

Alltsd: minsta-kvadrat-metoden.

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik XVI



Sannolikhet och statistik XVI

Vi ska l6sa
oL :
A —2;()/;( —a—bxg) =
%——2anx( —a—bx)=0
ob k\ Yk k) =
k=1
Detta ger
b— Y1k = ¥Y)(xk — X)
- +\2
j—1(xk —X)
5=y-—bx
Man brukar skriva
n n n
S =Y (k=% Sy => =V —%), Sy = > (v —¥)>
k=1 k=1 k=1
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Da blir

o

Il
nlwn
)8

X

Man kan berakna att

R o2 o230 X2
b~ N(b — ), 8~ N|(a —=£17k ),
< ’ 5XX> ? <a’ NS5 >

Om o2 kind, gor konfidensintervall /test for a resp b med dessa.

T.ex. .
b—b»b
N(0,1
0 /v Sxx (0,1)
sa
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Om 02 4r okind, ersitt med s2 och 3
b—»b
—— ~ th2
S/ Sxx

och
s

Sx
Analogt for a (men inte lika intressant).

Ok, s& vad ir s2? Jo,

beb+F ' (1-a/2)

X

2 1 .

(1-a).

_ IR
s —n_2Z(yk—a—bxk).

k=1

Den ar vvr for 2. Formel:
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Formler som gor det lattare att rakna:

Sy = % —=X) vk —¥) =D xuy. _7(2)(,() (ZYk>-

D3 far vi ocksa

Sex = Z(xk —Y)z = Zx,% — % (Zxk)z

och analogt for y.

Exempel: For att observera hur en kvinnas langd beror av hennes
mors ldngd, matte vi sex mddra-dotterpar. Vi tror pa ett linjart
samband. Data:

(170.1,173.4), (161.3,162.6), (177.1,170.5)

(167.0,162.8), (168.6,171.2), (162.2,165.5)
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Vi far
So = vk — % (Z xk> <Zyk) —91.323
So= > X — % (Z Xk)2 — 166.628.
Detta ger
b= ?y = 0.548

5=y — bx =75.74.

Den skattade regressionslinjen blir alltsd

y = 75.74 + 0.548x.
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Vi far ocksa

6
52 = Z(yk —4— BXk)2 = 14.34.

k=1

&=

Symmetriskt 95% konfintervall fér b:

S _ o548+ 0776V 434

VS Vv 166.6

Om vi gor ett test av Hy : b =0 mot Hp : b # 0 kan vi alltsa inte
forkasta Hy p& 5% signniva. O

= 0.55 £ 0.81.

b e b+ F,*(0.975)
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Exempel: Vid Viginia Polythéque mitte man mangden syre, y, som
kravs for nedbrytning av partiklar som funktion av mangden
utslappta partiklar, x, vid garvning. Linjart samband. Siffror:

n=33, ) Xy = 41355, » x = 41086, » y7 = 43117

Zxk = 1104, Zyk — 1124.

Skatta regrlinjen y = a + bx och ge 95% konfintervall fér b.

So = v, —% (Z xk> (Z yk> - 41355—?13-1104-1124 — 3572.

1 2 1
_ 2 _ 2 _
Sex = g Xj — - ( E Xk) = 41086 — 3 1104 = 4152.
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Detta ger:
2
— ﬁ — 3577 = 0.86.
Sx 4152

o>

A 1
da=y—bx= §(1124 —0.86 - 1104) = 5.29.

Regressionslinjen:
y = 5.29 4 0.86x.

Konfintervall: Vi har F,.}(0.975) = 2.04. Vi behéver s.

t31
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1 2 1
Sw=D_vi—= (2w =43117 - 1124 = 4833,

1 52 1 35722
2 Xy
=—— Sy~ | =57 (4833~ — 56.74.
S n 2 ( yy 5XX> 31 ( 833 4152> 56

Allts3

v56.74

b=0.86£2.04-
V4152

= 0.86+0.24 (95%).
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Prediktion i linjdr regression. Antag att vi vill ge ett
prediktionsintervall fér en ny observation

Y=a+bx+e
for ett givet virde x. Rimlig punktgissning: 4 + bx. Skriv
D=Y —(5+bx).
Vi har E[D] = 0. Vad &r Var(D)? Eftersom 4 =Y — bx, far vi
D=Y-Y —b(x—%x).

Obs att Y och Y dr oberoende, ty Y ar en ny obs. Darfor ar ocksé
Y och b oberoende. Det giller ocksa att Cov(h, Y) =0, ty

Cov(Y, Sy) = Cov <Y, Zxk Y — % (Z xk> (Z Yk))
= ZX;((COV(V7 Yi) — YZ Cov(Y, Yx)

1 2 -2
na E Xk — XO
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Vi far
1 A 1 _ %)\
Var(D) = o2 + ;02 + (x — Y)zVar(b) = <1 + - + (XSX)> o2,
Allts3 5
o ~ N(0,1).
1 X—X
Man kan ana att
D
~ th_2.

s\/1+%+%

Detta ger ett prediktionsintervall

N 1 Y
Y€§+bxiﬁn12(1—a/2)5\/1+n+(XSX)

med prediktionsgrad 1 — a.
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Exempel: Gor ett 90% prediktionsintervall for en ny observation Y
vid x = 40 i Virginia Polythéque-exemplet. Vi har

F1(0.95) = 1.696, X = 1104/33 = 33.45, s& x — X = 6.55 s3
| 6552
Y €5.20 +0.86- 40 + 1.696V/56.74) | 22 + o5 = 36.7 £ 13.0.
O
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Exempel: Gor en linjar regression med data (1,1), (2,2), (3,5), ett 90
% konfidensintervall for b, ett 90% prediktionsintervall for x = 4
och ett 90% prediktionsintervall for x = 2.

Vi har

n=3,) x=6 > v =8 > xy=20, > xx=14 3 y2=30

Vi far
1 1 1 26
Sy =20—--8-6=4,5,=14—262=2,5,, =30— =82 = —.
Y 3 ’ 3 v 3 3
Allts3 4
b=-=2
2
och
. 4

1
d=y-bx=3(8-2:6=—

Regressionslinjen blir
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Vidare ar

Konfintervallet ar

R V2/3
beb+ Ft;1(0.95)5i =24 643172/ =2+364  (90%).

Prediktionsintervall for x = 4: Det galler att x —x =2, s8 det
90%-iga predintervallet blir
N 1, %P _ 4 \ﬁﬂﬁ
Y Eatbxk FL(095)s /14 + 5= =~ 4244631 /5245
= 6.71+94.
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Prediktionsintervall for x = 2: Har 4r x —x =0, i Ovrigt samma
siffror, s& vi far

5+ bx ot A 1, Goxp 4 ek
Y ead+bx+F, ~,(0.95)s 1+ -+ S = 3+2 2+6.31 3\ 3
= 27%6.0.

Vi ser att det dr svarare att prediktera med extrapolation 4n med
interpolation.
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