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Sannolikhet och statistik A2

Summor av oberoende sv. Om X och Y ar oberoende, vad ar
ford for Z = X + Y7 Antag att (X, Y) kont.

Fz(z) = P(Z<z)=P(X+Y<2z)
= /OO P(x + Y < z|X = x)fx(x)dx

—00
o
= / Fy(z — x)fx(x)dx.
—0o0
Under enkla villkor (som vi inte gér in p&) kan man derivera under
integraltecknet och f3

f(2) = % /Oo Fy(z — x)f(x)dx — /oo iy (2 — x) i (x)dx.

—0o0 —00

Om X, Y > 0 far man

f(2) = /0 " F(z — x)fx(x)dx.
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Om (X, Y) diskret f&r man

pz(z) = Y py(z—x)px(x).

x€Vx

Vi har redan utnyttjat detta till att visa att X7, X> oberoende och
X1 ~ POi()\l), Xp ~ POi()\z) = X1+ X ~ POi()\l + )\2)

Exempel: Enligt CGS mé&ste det gilla att om

X1 ~ N(ul,of), Xo ~ N(u2, a%) och X1, X> oberoende medfor att
X1+ Xo ~ N(p1 + p2, 02 + 03). Lat oss kolla i fallet i1 = pp = 0
ochoy =0, =1.
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>~ 1 1
fX1+X2(Z) = / 767%(27t)2767%t2dt

I T
27
1 1 2
= 7e_%22 —e t—3 ) dt

Under integraltecknet stér tathet for N(z/2,1/2), s8

1 1
fx1x,(2) = ﬁ

e 9y
dvs tatheten for N(0, 2). O

Sl
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Exempel: Lat X, Y vara oberoende och exp(\)-fordelade.
fxry(z) = / Ae AEFT\e Mgt = N2 / dt = N2ze 2.
0 0

M.a.o.: X +Y ~T(2,)). O
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Momentgenererande funktion. For en sv X ges den
momentgenerarande funktionen My av

Mx(t) = E[e*], t € R.

Om X ar kont och positiv med tithet £, f&r man
Mx(t) = / e™f(x)dx = L¢(—t).
0

Darfor kan vi ana (men inte visa) att om man vet Mx for alla t i en
omgivning av 0, s vet man dven f. Detta ar sant och giller for alla
sv X.

Proposition: Om X och Y &r oberoende giller
Mx iy (t) = Mx(t)My(t).
Bevis:
My y(t) = E[efX*Y)] = E[eXetY] = E[eX]E[e®Y] = Mx(t)My (1),

dar den tredje likheten féljer av ober. O
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Om vi far derivera innanfér vantevardet (och det far vi) far vi

M (t) = %E[etx] = E[Xet].

Detta ger

My (0) = E[X].
Vi far ocksa

d?
Mi(8) = B[] = ElX?eX]

Alltsa

M (0) = E[X?].
Generellt:

M (0) = B[X4], k=0,1,2,....
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Exempel: Lat X ~ Poi(\).

tX tk f,\ — e = (Ae) _ _A(ef-1)
Mx(t) = E[e ]_Ze = Z P .

k=

o

Om Xi, X, ober och Poi(A1) resp Poi(\2), far vi
Mx, 1 x,(t) = Mx, (t)Mx,(t) = e(A1+A2)(ef~1)

Vi ser att X1 + Xo ~ Poi(A1 + A2). |
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Exempel: Lat X ~ N(u,0?).

_x=w)?

Mx(t) = OOet"ie 202 dx
X S o\ 27 .

Kvadratkomplettera i exponenten och f& att hl ar

1 (x=(ut+o21)?
ght+o?t?/2 / e 202 dx.
27

Iy

Fknen i integralen &r tithet for N(u + o?t, 0?), s&
Mx(t) — euf-‘ro'2t2/2‘
Om nu Xy, X5 ar ober och N(ul,al) resp N(ug,az) far vi

Mx, 1 x,(t) = plmtuz)t+(o3+03)1?/2

dvs X1 + Xo ~ N(p1 + p2, 0% + 03). O
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En generalisering av inverterbarheten: Antag att X och X1, Xp, ...
ar kont. D3 har vi att om My, (t) — Mx(t) for alla t, s3 galler att
P(X, < x) = P(X < x) for alla x.

Bevisskiss av CGS. Kom ihdg CGS: Om Xy, X5, ... driid och
fordelade som en sv X med E[X] = p och Var(X) = 02 < oo giller

P <50—\/§M < x) — d(x).

Racker att visa for ;1 = 0 och 02 = 1. Taylorutveckla Mx kring 0
till ordning 2:

1 1 1
Mx(s) ~ /\/IX(O)+5MS<(0)—|—§S2/\/I$2(O) = 1+s,u—|—552(,u2+02) = 1—1—552.

Vill visa att Ms/\/ﬁ(t) — MN(O,l)(t) = et2/2.
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Men

- t
Ms, /a(t) = E[e®/VT] = Ms, ()
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p-varde. Test av Hyp mot H,. Testets p-varde, P, ar det minsta tal
a sddant att Hy kan forkastas till férman for Hy pa signifikansnivd
a. Dvs P ar det e dar Hy ar precis p& gransen till att forkastas.

Mer formellt och generellt: L4t X’ beteckna data. For varje a, finn
lamplig Ay s att P, (X & An) = a. Testet forkastar Hy pa
signnivd « om X ¢ A, . Antag att A,:na ar valda s& att

a1 < ap = Aal D) Aag- Da ar

P =min{a: X & A,}.
Om 6 ar en endim parameter, gor konfintervall
T1(X,a) <0 < Th(X,a) (1-a)

Man forkastar man Hp : 6 = 6 pa signnivd « om
b0 & [T1(X, ), T2(X, a)]. D& &r

P=min{a: 6y &[T1(X,a), T2(X,a)]}.
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Typiskt ar intervallgranserna kontinuerliga i « och d& blir P lika
med det « som ger 6y = T1(X, ) eller 6y = To(X, ).

Exempel: L&t X1, ..., X, vara ett sp pé N(u,0?). Testa 1 = 0 mot
u# 0. Antagattn—lO X = 1.7, s> = 1.5. Vad &r testets
p-virde? Konfintervall

peX+Fi(1-a/2)—=

NG
Punkten 0 hamnar pa grinsen om X = ( —«/2)s/+/n, dvs
X 1.7V1
Fl(1—a/2) = Vo _L7VI0 4.39.
s V1.5
Alltsd 1 — a/2 = Fy(4.39) = 1 — 0.0009, s& o = 0.0018. Vi har

alltsa
P ~ 0.0018.
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