Matriser och linjira ekvationssystem.

1 Matriser

En matris 4r som ni vet ett rektangulért talschemas:

aip - Qin
A= : (1)
Am1 Amnp
Matrisen ovan har m rader och n kolonner, vi sdger att den &r av typ m x n. Ett matriselement i

rad nr 7, kolonn nr j tecknas a;;, dér ¢ dr radindex och j dr kolonnindex. I MATLAB skrivs detta
A(i,j) och [m,n]=size(A) ger matrisens typ.

Indexeringen i MATLAB ar alltid som i (1), dvs. rad- och kolonnindex béorjar alltid pa ett och vi
kan inte &ndra pa det.

En matris av typ m x 1 kallas kolonnmatris (kolonnvektor) och en matris av typ 1 x n kallas
radmatris (radvektor):

b=|:], c:[cl cn} (2)

Du kommer att se att vi anvénder oftast kolonnvektorer for att representera kvantiteter som vi
berdknar. Element nr ¢ ges i MATLAB av b(i) och antalet element ges av m=length(b). Aven
for vektorer géller att indexeringen alltid borjar pa ett. Motsvarande géller for radvektorn c.

Som exempel tar vi
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Vi skriver in detta i MATLAB enligt

>> A=[1 47 10; 2 58 11; 3 6 9 12]
>> b=[1; 3; 5]
>> ¢c=[0 2 4]

och ser pa typerna och nagra element med

>> [m,n]=size(A)

m =
3
n =
4
>> A(2,3)
ans =
8



Prova gérna length och size pa b och c. Nagon skillnad? Skriv ut nagot element ocksa.

En matris kan betraktas som en kollektion av kolonner:

ap ccoay e an
A = : : : :[al cay e an]
am1 Ay Qmn,
med kolonnerna
11 57 A1n
a; = ) a; = ) ap =
Am1 Qmyj Qmn,

Man kan dven betrakta den som en kollektion av rader, men vi anvénder oftast kolonnrepresenta-
tionen. I MATLAB plockar man ut kolonn nr 7 med A(:, j). Hér ar j kolonnindex medan radindex

it =1,...,m representeras av tecknet kolon :. Pa liknande vis ges rad nr ¢ av A(i,:).
>> al1=A(:,1)
al =
1
2
3
>> A2=A(2,:)
A2 =
2 5 8 11

Uppgift 1. Skriv in féljande matriser i MATLAB.

6 1
A = 1], x=|1{, a=[-1 0 1]
1 1

1 5

2 6 10

3 7 11|°
4 8 12

(a). Skriv ut matriselementen ass, baz, z2. Prova size och length. Andra by genom att skriva
B(2,3)=5.

(b). Skriv ut kolonn nr 1, 2 och 3 ur matrisen A. Sitt in kolonnvektorn x som forsta kolonn i B
genom att skriva B(:,1)=x.

(c). Radera matrisen B (clear B) och skriv in den igen genom att forst bilda kolonnerna
4 5 6
by = |3, by= (2], by=]|1
1 1 1

och sedan sétta in dem i matrisen B = [by by bj).



Vi kan ta ut ett block ur en matris med A(iv, jv) dér iv &r en vektor med radindex och jv
ar en vektor med kolonnindex. Resultatet blir en matris med length(iv) rader och length(jv)
kolonner.

>> A=[135; 79 11; 2 4 6] >> B=A([2 3],[1 3])
A= B =

1 3 5 7 11

7 9 11 2 6

2 4 6

Transponatet AT av en matris A ges av apostrof (7).

>> A=[1 3 5; 7 9 11] >> B=A’
A= B =
1 3 5 1 7
7 9 11 9
5 11

Uppgift 2. Lat som i uppgift 1

4 1
B=|3 x= 1|, a=[-1 0 1]
1 1

== N Ot
— =

(a). Sétt in kolonnvektorn x som 3:e kolonn i B och sétt in radvektorn a som 2:a rad i B.

(b). Lat 1:a och 3:e raden i B byta plats och lat dérefter den 1:a och 2:e kolonnen byta plats.

2 Bygga upp matriser

Med funktionerna zeros och ones kan man i MATLAB bilda matriser med nollor och ettor.
Exempelvis zeros(m,n) ger en matris av storleken m x n fylld med nollor. Med zeros(size(A))
far vi en matris fylld med nollor av samma storlek som A. Motsvarande géller fér ones.

Enhetsmatriser bildas med funktionen eye, med eye(n) far vi enhetsmatrisen av storleken n x n.
Man kan ocksa anvéinda eye for att bilda rektanguldra matriser med ettor pa huvuddiagonalen och
nollor fér 6vrigt. Med eye(m,n) far vi en sadan matris av storleken m x n och med eye(size(A))
far vi en av samma storlek som A.

Med diag bildas diagonalmatriser. En vektor kan ldggas in pa en viss diagonal enligt

>> d=[2 3 7]; >> d=[2 3 7]1;
>> A=diag(d,0) % eller A=diag(d) >> A=diag(d,1)
A= A=
2 0 0 0 2 0 0
0 3 0 0 0 3 0
0 0 7 0 0 0 7
0 0 0 0



Huvuddiagonalen markeras med 0, diagonalen ovanfoér till hoger med 1, diagonalen nedanfor
till vénster med -1, osv. Matrisen blir sa stor att vektorns alla element far plats lings angiven
diagonal.

Vi kan sétta ihop tva matriser A och B horisontellt med [A B] om antal rader i de tva matriserna
ar lika. Tva matriser A och B kan séittas ihop vertikalt med [A; B] om antal kolonner i de tva
matriserna ar lika.

3 Speciella matriser

MATLAB har funktionerna zeros, ones, eye for att bilda speciella matriser med nollor, ettor
och enhetsmatris.

Med zeros(2,5) far vi en matris av typen 2 x 5 fylld med nollor och med ones(2,5) far vi
en matris av samma typ, men fylld med ettor. For att fa en enhetsmatris av typen 5 x 5 ger vi
eye(5,5). Med ones(size(A)) far vi en matris fylld med ettor av samma typ som A. Motsvarande
géller for zeros och eye.

Det finns funktioner rand och randn for att bilda matriser fyllda med slumptal.

4 Matris-vektor-multiplikation

Vi definierar produkten av en radmatris och en kolonnmatris (med samma antal element) enligt:

a1
ax=[a1 -+ an] | | = @@+ axs+ -+ .
Tn
Observera att detta ar samma formel som for skaldrprodukt. Produkten y = Ax av en matris
av typen m X n och en kolonnvektor av typen n x 1 definieras pa liknande vis genom att vi

multiplicerar matrisens rader i tur och ordning med kolonnvektorn. Vi far en kolonnvektor av
typen m x 1 och den ges av

Y1 aip o Qin Ty 1171 + A12%2 + -+ -+ A1, Ty
Ym Am1 = Qmp Tn Q11 + Am2T2 + -+ Amndn

Yi = Z AijTj = (i1 T1 + AgT2 + -+ + AipTy.
j=1

Observera att typerna maste stimma 6verens for att produkten ska vara definierad enligt regeln
mx1=(mxn)(nx1).

Ett alternativt sétt att introducera matris-vektor-multiplikation &r att definiera Ax som en
linjairkombination av kolonnerna i A,

Ty
Ax = [al an] | =xay + a0 + - + 1Ay,

Tn



Detta leder forstas till samma uttryck som i (4),

an a2 Q1n 1121 + A12T2 + -+ - + A1 Ty
Tra1 T8+ FTpdn = | 1 | Tk | | Dotk | | T = ‘

am1 Um2 Amn Am1T1 + A2+« + Qpp Ty
I MATLAB skriver man helt enkelt y=A*x.
Uppgift 3. Skriv in foljande matriser i MATLAB.
15 9

4 5 6 1
A=2610,B:321,x=1,a:[—101}
37 11 L1 )
4 8 12

Berikna foljande produkter, forst for hand sedan med MATLAB.

Ax, Bx, ax, Aa.

5 Operationer pa matriser

Matris-vektorprodukten y = Ax kan berdknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt y=A*x (som i forra avsnittet) eller med lite egen programmering (som bygger upp
y elementvis)

>> y=zeros(m,1);

>> for i=1:m
s=0;
for j=1:n

s=s+A(i, j)*x(j);
end
y(i)=s;
end

Om man istéllet betraktar matris-vektorprodukt som en linjarkombination av kolonnerna i A far
man som i forra avsnittet

T
y=Ax=[a; - an| || =ma;+ 1@+ -+ 1,8,
Ty
I MATLAB skulle vi, for t.ex. n = 3, skriva
>> y=A(:,1)*x(1)+A(:,2)*x(2)+A(:,3)*x(3)
och for ett storre viarde pa n skulle vi kunna bilda linjérkombinationen enligt

>> y=zeros(m,1);
>> for j=1:n
y=y+A(:, ) *x(j);
end



Matris-matrisprodukten C = AB av en m X n-matris A och en n x p-matris B, med kolonner
by, -+, b,, &r en m X p-matris som ges av

C=AB=Ab,, - ,b)=[Ab;, -, Ab,)]

eller elementvis

n
CijZE a'ikbkja izla"'am>j:17"'7n
k=1

Matrismultiplikationen C = AB kan beridknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt C=A*B eller med lite egen programmering (som bygger upp C elementvis)

>> C=zeros(m,p);
>> for i=1:m
for j=1l:p
cij=0;
for k=1:n
cij=cij+A(i,k)*B(k,]);
end
C(i,j)=cij;
end
end

Alternativt bygger vi upp kolonnvis enligt

>> C=zeros(m,p);
>> for j=1:p
C(:,3)=A*B(:,j);
end

Uppgift 4. Bilda

A=  B=| - o=

_ O =
O = O
_— O O
O DN =
O = O
_— O O
[N RIS V)
N —
—_ O

(a). Kontrollera att associativa och distributiva lagarna géller for dessa matriser.

Du skall alltsa se att A(BC) = (AB)C respektive A(B + C) = AB + AC och (B + C)A =
BA + CA.

(b). Vanligtvis dr matrismultiplikation inte kommutativ. T.ex &r AC # CA och BC # CB
(kontrollera gérna), men vad géller for AB och BA?

6 Linjara ekvationssystem

Matriser anvénds bland annat for att skriva ned linjara ekvationssystem. Exempel: ekvationssy-

stemet
T+ 21’2 + 31’3 =14

3!13'1 + 2!13'2 + 3 = 10
73)1 + 83)2 =23



kan skrivas pa matrisform

1 2 3| |x 14
3 2 1| |x| = |10},
7 8 0| |x3 23
dvs.
1 2 3 14
Ax=b, medA=1|3 2 1|, b= |10
7 8 0 23

Vi ska ldra oss hur man 16ser sadana ekvationssystem. I MATLAB finns backslash-kommandot (\)
eller alternativt kommandot rref (row-reduced-echelon form) som loser systemet, Ax = b:

>> x=A\b
>> rref ([A bl)

I det forsta fallet fungerar det bra om losningen dr entydig men sdmre om det finns fria variabler
eller inga l6sningar alls. I det andra fallet reducerar MATLAB den uttkade matrisen [A b] till
reducerad trappstegsform.

Uppgift 5. Skriv foljande ekvationssystem pa matrisform (utokad matris!) och 16s dom sedan
med \ respektive rref.

r1 + dxo + 923 = 29 r1+ 29+ 3r3+ 4y =2
21’1 + 5!13'3 = 26 —21’1 + 21’2 + 21’3 = —4
35(31 + 75(32 + 11:153 =39 T+ x9 + 2:153 + 32154 =1

$1—$2—2l’3—l’4 =1

Uppgift 6. Vi skall berdkna temperaturen pa en stalplatta dar plattans kanter halls vid tempe-
raturer enligt figuren.

40°C

o—0—0
U7 |Ug |Ug

80°C o—0—0 100°C
Ug |Us | Ug

o—0—0
Uy |Uz |U3

20°C
Antag att temperaturen i en nodpunkt #r medelvirdet av temperaturena i de ndrmsta nod-
punkterna i wvdster, dster, séder och norr. Lat uy, us, - - - , ug beteckna temperaturerna i de olika

nodpunkterna. Séatt upp de ekvationer som ger temperaturen i de olika nodpunkterna. Skriv det
linjdra ekvationssystemet pa matrisform Au = b och 16s detta i MATLAB.

7 Stora och glesa linjira ekvationssystem

En del problem har vildigt manga obekanta och ger stora matriser. Finns det fa kopplingar mellan
ekvationerna blir det manga nollor i matrisen, vi far en s.k. gles matris. Vi skall se hur MATLAB



hanterar detta. Nar val matrisen &dr lagrad kéinner MATLAB av att det dr en gles matris nér vi
t.ex. vill berdkna 16sningen till ett linjart ekvationssystem.

Som exempel tar vi matrisen

7 0 0 5 O
0 2 -8 0 0
A=|(3 0 0 0 11
10 0 4 0
0 -5 9 0 6

Detta &r en gles matris och en lagringsmetod &r att lagra tripplar (i, j, a;;) for de element som &r
skilda fran noll. Vi bildar en tabell 6ver nollskilda element och deras rad- respektive kolonnindex.

0 112 23 3 44 5 55
J 142 31 514 2 35
A 752 -83 11 14-5 96

I MATLAB bildar man tre vektorer av rad- och kolonnindex samt matriselement.

>> ivec=[11 2 2 1
>> jvec=[1 4 2 3 1;
>> aijvec=[7 5 2 5

9 6];
och bildar den glesa matrisen med funktionen sparse enligt

>> A=sparse(ivec, jvec,aijvec)

A =
(1,1) 7
(3,1) 3
(4,1) 1
(2,2) 2
(5,2) -5
(2,3) -8
(5,3) 9
(1,4) 5
(4,4) 4
(3,5) 11
(5,5) 6

Utskriften visar alla nollskilda element och deras plats i matrisen. Med funktionen full kan vi
omvandla en gles matris till en vanlig fylld matris enligt

>> FA=full(A)

FA =
7 0 0 5 0
0 2 -8 0 0
3 0 0 0 11
1 0 0 4 0
0 -5 9 0 6

Hér far vi en kontroll att vi bildat ratt matris.



Detta var ingen stor matris, vi ville visa principerna for hur man bildar en gles matris med sparse.

Som exempel pa en lite storre gles matris tar vi: Fackverk — Krafterna i de olika grenarna av
det statiskt bestdmda fackverket i figuren nedan skall bestimmas da angivna yttre krafter ar
anbringade.

® . o ‘L

VV

Genom att ansitta kraftjamvikt i horisontal- och vertikalled i knutpunkterna far vi ett linjért
ekvationssystem Ax = b for de sokta krafterna i fackverkets grenar. Beroende pa om vi anvénder
friliggning eller inte blir matrisen A av storleken 13 x 13 eller 16 x 16, vi har alltsa 13 eller 16
obekanta.

Efter att i MATLAB ha bildat den glesa matrisen A, hogerledsvektorn b sa berdknar vi 16sningen
x med x=A\b. Eftersom matrisen ar lagrad som en gles matris kommer MATLAB losa ekvations-
systemet med metoder som utnyttjar gleshetsstrukturen for att mycket effektivt och noggrant
berédkna l6sningen.

Med spy (A) ser vi att bara 30 av de 169 elementen i matrisen &r skilda fran noll.

0 0
[} [ ] e 0000 [ ] [ 2 BN J
2 ) 2 oo o 0o 000000000
[} [ 2N ) [ ]
41 @ ) ) 4 o000 o0 ) oo o
[ ] [ ] e 0000 [ ] [ 2 BN ]
6 ) 6 o0 0 oo o oo o
[ 2N ] [ 2N J [ ]
8 ) ) ) 8 o0 o ) ) oo 0
[} [ ] e o0 [ ] [ ] [ N BN ]
10 ) 10 L) ) ) L)
[ N J [ ] [}
12 ) L) 12 L) ) ) L)
[ 2N ) [ I BN ) [ ] [ ] [ 2N BN ]
14 14
0 5 10 0 10
nz =30 nz =103

Vi gor spy (inv(A)) och ser att inversen A~! éir en néistan fylld matris, detta ér typiskt for inversen
till glesa matriser. Detta dr ett av skélen att man inte skall bilda inverser och multiplicera med
dem, utan istéllet direkt 16sa med lamplig metod.

Vid riktiga tillampningar &r 1000-tals eller 10000-tals obekanta inget ovanligt, &ven 100000-tals
obekanta forekommer titt som titt. Da kan vi prata om stort.



I manga linjira ekvationssystem fran tekniska tillimpningar dr matrisen en s.k. bandmatris, dvs.
matrisen har diagonaler av nollskilda element oftast samlade ndra huvuddiagonalen. En sadan
matris kan man bilda med sparse men enklare och mer effektivt dr att anvinda funktionen

spdiags.
Som ett forsta litet exempel tar vi matrisen
2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0
A= 0 —1 2 -1 0
0 0 -1 2 —1

o 0 0 -1 2

Detta &ar en bandmatris med tre diagonaler (ofta kallad en tridiagonal matris). I MATLAB bildar
vi en vektor fylld med 1:or, dérefter placerar vi in denna vektor (multiplicerad med 2 respektive
-1) som diagonaler med spdiags enligt

>> n=5; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2xett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna séitts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2*ett -ett], de maste darfor vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n X n-matris, ddrav n,n allra sist.

Som exempel pa ett lite storre linjart ekvationssystem med en gles matris diar spdiags ar lamplig
att anvénda tar vi: Virmeledning — Vi skall berdkna temperaturen pa en stalplatta dar plattans
kanter halls vid temperaturer enligt figuren.

40°C

O O O
U7z |us |Ug

80°C o—0—0 100°C
Uqg U5 | Up

O O O
Uy (U2 |u3

20°C
Vi lagger ett gitter (grid) 6ver omradet med n = 3 punkter horisontellt respektive vertikalt och
betecknar temperaturerna i de sammanlagt n? = 9 olika gitterpunkterna med w,, us, - - - , ug. Antar

vi att temperaturen i en gitterpunkt ar medelvirdet av temperaturena i de ndrmsta gitterpunk-
terna i vdster, dster, séder och norr sa kan vi skriva upp de ekvationer som ger temperaturerna.

uy = +(80 + ug + 20 4 uy) Aup —ug —uy =20 + 80
us = (w1 +usg + 20 + us) dug —uy — ug — us = 20
uz = L(up +100 + 20+ ug) 7 dug — uy — ug = 20 + 100

Vi skriver pa matrisform Au = b enligt

4 -1 0 --- Uy 20+ 80
-1 4 -1 .- Us 20+ 0

0O -1 4 - ug | — | 204100

10



Uppgift 7. Skriv ned alla ekvationer pa papper och gor fardigt matrisformen. Bilda matrisen
med spdiags, ungefar pa sammma sétt som i exemplet hogst upp pa sidan. Tank pa att ni inte
har -1:or 6verallt pa diagonalerna precis nedanfér och ovanfér huvuddiagonalen. Ni maste justera
matrisen ni bildat. Bilda sedan hogerledsvektorn och 16s ekvationssystemet i MATLAB. Far ni
rimliga temperaturviarden?
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