Tentamen M VE255

Matematiska vetenskaper, Chalmers tekniska hogskola.
Datum: -
Examinator: Axel Flinth

Hjalpmedel: Alla.

Betygsgranser: | 20 poang for betyget 3.
30 poang for betyget 4
40 poang for betyget 5.

Det finns totalt 50 poing att samlas.
Berakningar och motiveringar skall redovisas. Enbart svar ger inga poang.
Tentamen bestar av atta (8) uppgifter. Tesen bestar av fyra (4) blad.

Lycka till!

OVNINGSTENTA
LOSNINGSFORSLAG
Uppgift 1 (5p)
(a) Beskriv hur man plottar funktionen f(z,y) = xsin(y) pa omradet [1, 3] x [2,4] med hjélp av
MATLAB. (3p)

(b) Beskriv ocksa hur man kan plotta den pa cirkelskivan {(z,y)|z?* 4+ y* < 1}. I fonstret skall
alltsa endast punkter i {(x,y,2)|2* +y*> < 1,z = f(x,y)} synas, och inga andra. (2p)

Lésning. (a): Man borjar med att definiera ett mesh grid.
> [x,y]l=meshgrid(linspace(1,3),linspace(2,4));

Dérefter raknar man ut f(x,y) for (x,y) i gittret, och anvinder antingen plot3 eller surf for
att plotta funktionen.

> z=x.*sin(y);

> surf (x,y,2);



Har ar det viktigt att inte glomma av punktoperatorn i multiplikationen.
(b): Har far man borja med att definera ett mesh grid som man sedan transformerar med
hjéalp av polarkoordinatsavbildningen.

> [r,t] = meshgrid(linspace(0,1), linspace(0,2%*pi));
> x=r.*cos(t);
> y=r.*sin(t);

Darefter fortsatter man som ovan. O]

Uppgift 2 (6p)

Bestam tangentialplanet till ytan i den angivna punkten.
(a) Grafen till funktionen zye™* i punkten (1,0,0). (3p)
(b) Nivaytan 2%y + 2% cos(y) = 1 i punkten (1,0,1). (3p)

Lésning. (a) Har anvander vi att tangentialplanet till en graf z = g(x,y) vid punkten (zg,yo) ar
grafen till lineariseringen av g vid (zg, yo), dvs.

r—x

z = g(wo,y0) + 9 (w0, o) [ _ O} : (1)
Y—Y

Vi har ¢'(z,y) = [(yeﬁ — zye ), xeﬁ]. Sétter vi in (1,0) i formeln far vi alltsa

z—1

y—()] =0+ely.

z=1-0-¢'+[0-e'=1-0-e" 1le!] {

Tangentplanet har alltsa ekvationen z = e~ !y.

(b): Har anvénder vi att en normalvektor till tangentplanet till en nivayta for en funktion ¢
vid en punkt p ges av grad ¢(p). For ¢(x,y, z) = x>y + 2% cos(y) har vi

2y 2:-1-0 0
grad ¢(z,y,2) = |2? — 2*sin(y) = grad ¢(1,0,1) = |12 — 1%sin(y) | = |1
2z cos(y) 2 - 1cos(0) 2

Planet har alltsa formen

0
UE]R3|< 1 ,v>:a
2



for nagot o € R. For att berdkna vérdet pa a utnyttjar vi att (1,0, 1) tillhor planet:

0] [1
a:< 1, |0 >:2.
2| |1

Tangentplanet har alltsa ekvationen

Uppgift 3 (6p)

Berakna integralen:

(a)

//T 2 dA(z,y),

dér T &r triangeln med hérnen (0,0), (1,0) och (0,1). (2p)

(b) N
i

dar L ar den delen av cylindern {(z,y,2)|z* +y* <1,z > 0} som ligger under planet x +
y+2z=2. (2p)

<C> -
//j& eIl g A(w).

Lésning. (a): Triangeln beskrivs av ekvationerna

(2p)

0<z<1l, 0<y<l—=zx

Saledes ger Fubini

1 1—x 1 3 471
11 1
2dA :// 2dd:/ 2@ —g)de = | S 2| =22 =
//Tx (o) = [ ), wdde= [ro-ade= 0= =577° 5



)

(b): Vi gar &ver till cylinderkoordinater. I cylinderkoordinater beskrivs L av

0<z<2-—rcos(f) —rsin@), 0<r<1, 0<0<2m.

Néar vi gar over till cylinderkoordinater far vi inte glomma av funktionaldeterminanten r.

1 p27n p2—rcos(0)rsin(f) 1 pr2m
/// 1dA(z,y,2) = / / / rdzdfdr = / / (2 — rcos(0) — rsin(@))dodr.
L o Jo Jo o Jo

Néar vi raknar ut integralen 6ver 6 anvander vi att integralen over sin respektive cos over en hel

period [0, 27] blir noll.
1 A2 1
/ drrdr = [ il —‘ = 27.
0 2

@ Vi gar over till polarkoordinater. For att g over hela R? behover vi lata r ga mellan 0
och oo och € ga mellan 0 och 27. Funktionaldeterminanten blir r, sa att

27 o]
/ [v]le I dA(v) = / / re”"" - rdrds.
o Jo

Vi l6ser nu den inre integralen genom att utnyttja att ((r®) = 3r?)

o e 71
2 —rd
dr = | — -
A r-e r |7 3 —‘ 3

0
2 27
—df = —.
/0 3 3

Integralen blir alltsa



Uppgift 4 (6p)

Lat f :R? — R vara en deriverbar funktion. Den dr konstant pa tva linjer ¢;, ¢, i planet. ¢, och
(5 &r ortogonala. Lat p € R vara skdrningspunkten mellan ¢; och ¢5. (Se Figur [1)).

ly

b

Figure 1: Funktionen f i Uppgift 4 ar konstant pa linjerna ¢; och ¢5. Linjerna skar varandra i
punkten p.

(a) Motivera att f ar kontinuerlig i p. (2p)
(b) Lat v; respektive vy vara linjernas riktningsvektorer. Berédkna riktningsderivatorna av f i

riktningarna v; respektive vs. (2p)
(c) Visa att gradf(p) =0 (2p)

Lésning. (a): Eftersom (a) &r deriverbar ar den &ven kontinuerlig i p.

(b): Vi berdknar riktningsderivatorna med hjélp av gransvirdesdefinitionen:

lim fp+tv) — f(p)'
t—0 t

Eftersom f ar konstant pa linjerna sa géller f(p+tv;) = f(p) for alla t. Grénsvérdena blir alltsa

limg = lim = 0.
t—0 ¢t t—0

Bada gransvirdena blir alltsa noll.

(c): Eftersom v; och vy ér ortogonala bildar de en bas for R?. Eftersom riktningsderivatan i
riktning v vidare ges av

(grad f(p), v)
har vi att (grad f(p),v;) = 0 for v; och vy. Dérur foljer grad f(p) = 0.



Uppgift 5 (8p)
Betrakta

flz,y) =2 +y
och omradet C' = {(z,y) : 2* +y*> < 1},
(a) Motivera att f har ett maximum och minimum pa C. (2p)
(b) Bestdm punkterna dar maximum respektive minimum intréffar. (6p)

Losning. @ f ar kontinuerlig och C' ar bade sluten och begréansad, alltsa kompakt. Darur foljer
genast att f har ett maximum och ett minimum pa C.

(b): Vi borjar med att leta efter kritiska punkter i det inre av C'. T sadana géller att grad f = 0.

Vi raknar ut
1 0
Det finns alltsa inga kritiska punkter i det inre.

For att undersoka kritiska punkter pa randen av omradet, som ges av 0C = {(z,y) : 2* + y* = 1},
anvinder vi Lagrange kriterium. Om vi definerar g(z,y) = 22 + y* — 1 = 0 lyder det

[ﬂ = grad f(z,y) = Agrad g(z,y) = A [;ﬂ .

Observera att Lagrange kriterium géller dverallt pa 0C, eftersom grad g(z,y) # {O

O} over allt.

Eftersom vidare {ﬂ inte ar noll maste \ # 0. Darur foljer att Bﬂ maste vara parallell med

1
att x = y. Téanker vi pa att vi befinner oss pa 0C sa foljer 1 = 2% +y? = 222, alltsd x = y = :I:\/Li.

{ } Med andra ord maste grad f:s komponenter vara lika, 2z = 2y, vilket i sin tur implicerar

De kandidaterna for maximi- och minimipunkter pa C' ar alltsa

+

1
V2
1
V2

. Genom att jamfora funktionsvirden kommer vi fram till att maximum intraffar i

L
minimum — \{§ . 0
V2



Uppgift 6 (5p)

(a) Beskriv hur man med hjialp av MATLAB kan hitta och klassificera en kritisk punkt till
en funktion ¢ : R*> — R. Du kan utga fran att funktionerna jacobi.m och newton.m fran
datorovningarna ar implementerade, samt att du har en bra initial gissning x0. (3p)

(b) Namn ett villkor for en kritisk punkt z, som ar tillrickligt for att Newtonmetoden skall
konvergera kvadratiskt mot den nar den startas nara z,. Motivera ditt svar. (2p)

Losning. @ Strategin ar att med hjalp av Newtonforfarandet hitta ett nollstélle till grad g. For
att gora detta definierar vi forst ett funktionshandtag for g:s gradient

> gradg = @(x) jacobi(g,x)’;

Har ar det viktigt att komma ihag transponatstecknet, annars kommer newton.m-koden att fa
problem att hantera dess output. Nu soker vi nollstéllet med hjalp av newton.m. Vi startar den
vid var gissning xO.

> x=newton(gradg,x0) ;

(b) Newtonforfarandet konvergerar med kvadratisk hastighet mot ett nollstéille x, for en
funktion ¢ : R® — R" givet att Jacobimatrisen ¢/(z,) inte dr singulir. Fér var anvindning ar
¢ = grad g, och saledes dr Jacobimatrisen for ¢ lika med Hessematrisen (grad g)'(z.) = ¢"(x.)
for g. Newtonforfarandet konvergerar alltsa med kvadratisk hastighet mot z, givet att ¢”(x,) ar
ickesingular. O]

Uppgift 7 (8p)

Lat C' C R? vara en cirkel och a : 2 — R och f :  — R vara deriverbara funktioner. Betrakta
randvardesproblemet

{—V (aVu) =f, x€

—aDyu =0, z€00
(a) Bestdm den svaga formuleringen for problemet. (3p)
(b) Lat uw vara en 16sning till randvérdesproblemet. Visa att (3p)

/z a(z) (Vu(z), Vf(z))dz > 0.



(c) Antag att den finita elementmetoden med styckvis linjara basfunktioner anvands for att l6sa
randvardesproblemet. Gittret som anvénds kan beskadas i Figur [2] pa ndsta sida. Betrakta
de tva markerade punkterna p, och p,. Vad kan siagas om elementet

Qy

i styvhetsmatrisen? Motivera ditt svar noggrannt. (2p)

Figure 2: Gittret som anvéinds for FEM-16sning av randvardesproblemet i Uppgift 7. Tva
trianglar T, och T}, ar markerade.

Lésning. (a): Vi multiplicerar ekvationen —V-(aVu) = f med en godtycklig funktion v € HL()
och integrerar

/Qf(JU)U(JC)dOCZ/Q—V-(aVu)vd:v.

Vi integrerar nu hogerledet partiellt.

/Q —V - (a(z)Vu(x))v(z)de = — /39 <a(m)Vu(a7), N> v(z)dS +/ (a(x)Vu(z), Vo(x)) da.

Q

Randvillkoret —aDyu = 0 implicerar nu att <a(x)Vu(x),l/\\T> = 0. Uttrycket ovan reducerar
alltsa till [, (a(z)Vu(x), Vo(x)) dz.

Den svaga formuleringen blir alltsa

/Q f@)o(a)dz = /Q (a(2)Vu(z), Vo(z)) do for alla v € H (). @)



(b): Eftersom f &r deriverbar &r f ett element i H(2). Darfor maste gilla for v = f.
Detta ger

[ @ ula). Vi) do = [ fado =0,
Q Q
dér den sista olikheten foljer ur att f2 > 0.

(c): Om A &r problemets operator ges elementen i massmatrisen av

Qg = <AQOZ7 Spk> )

dar ¢y och ¢ ar de styckvis linjiara funktionerna som ar noll overallt forutom i noderna p,
respektive py. I vart fall far vi

(Agr, 1) = / (a(2)Vée(z), Voe(a)) dz

Eftersom V¢, och V¢, aldrig ar skiljda fran noll samtidigt (detta &r uppenbart fran skissen)

maste alltsa ovanstaende integral vara noll. ag, ar alltsa lika med noll. O
Uppgift 8 (6p)
Betrakta vektorfaltet
—y’e™
v(z,y,z) = | ze?
(a) Berdkna div(v). (1p)
(b) Lat H vara halvklotet {(z,y,2)|2? + y? + 22 < 1,2 > 0}. Beriikna (1p)
/// div(v)dV.
H
Tips: Ett klot med radie 1 har volym % Du behover inte visa detta.

(c) Berikna flodet av v genom cirkelskivan {(z,y, z) : z* +y* < 1}, dér ytelementet antas vara
riktat nedat. (2p)

(d) Latnu S = {(z,y, 2) | 2* + y* + 22 = 1,2 > 0} vara den 6vre halvan av enhetssfiren. Anvind
(a) och (b) for att berdkna flodesintegralen

//V-dS,
S

dar ytelementet antas vara riktad uppat. (2p)



Lésning. (a): Vi berdknar divergensen i cartesiska koordinater

O(—y’e™®) Owe™?) 0z
Gt gt 0oL

///H div(v)dV = ///H 14V = vol(H) = 2?”

(c): Den nedatriktade enhetsnormalen till cirkelskivan ges av

div(v)(z,y, 2) =

(b): Vi har

0
— {0
1

Detta skulle kunna inses genom en riakning, men det ar ocksa geometriskt tdmligen klart. Vi
maste nu integrera funktionen

<1<T,V(x,y, z)> =—z

over enhetscirkelskivan. Eftersom z-koordinaten ar konstant lika med 0 pa den blir integralen
lika med noll.

(d): Gauss integralsats ger

B ///Hdiv(”)dvz//m{v'dsz//sv-ds+//cv.ds

Vi anviinder nu (b) och (c), alltsa att att [[,v-dS =0 och [[f,div(v)dV = 2%, for att sluta

oss till att
2
// v.dS =L
g 3

10



