Tentamen MVE255, Matematisk analys i flera variabler M
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Berékningar och motiveringar skall redovisas. Enbart svar ger inga poing.
Tentamen bestar av atta (8) uppgifter. Tesen bestar av fem (5) blad.

Lycka till!

LOSNINGSFORSLAG

Uppgift 1 (5p)

(a) Skriv MATLAB-kod for att plotta enhetscirkeln {(z,y) : 2% +y* = 1}. (3p)

(b) Hur kan man i samma MATLAB-plot rita ut en tangentvektor till cirkeln vid punkten (0, —1)7
Du kan, om du vill, anvénda dig av funktionen jacobi.m fran datorovningarna.

(2p)
Bevis. (a) En parametrisering for enhetscirkeln ges av

&) r(f) = [zfs((z))] . 0<6<or

Vi utnyttjar detta for att rdkna ut z- och y-koordinater for punkterna pa enhetscirkeln. Vi
definerar forst ett linspace av theta-virden, rdknar sedan ut vektorer av x och y-vérden, och
anvander till sist plot for att plotta cirkeln.

> theta=linspace(0,2%pi);
> x=cos(theta) ;

> y=sin(theta);

> plot(x,y)



(b) Vi borjar med att rdkna ut en tangentvektor vid punkten (0, —1). Vi kan gora detta med

hjélp av var parametrisering: derivatan av den ges av

r'(0) = [Ziﬁﬁéﬂ , 0<0<or

Eftersom vi maste vélja 0 = 37/2 for fa r(6) = (0, —1) blir var tangentvektor lika med
—sin(37/2)| |1
cos(3w/2) | |0|°
Vi lagger in vektorns véirde i MATLAB med

> vx=-(-1);
> vy=0;

En alternativ vig att berdkna tangentvektorn &r att derivera parametriseringen numeriskt.
Da behover vi skapa ett funktionshandtag vi sedan anvénder jacobi.m for att derivera numeriskt
i punkten 7

>r = Q(t) [cos(t);sin(t)];
> ¢ = jacobi(r,pi);

> vx=c(1);

> vy=c(2);

Nér vi har réknat ut tangentvektorsn komponenter kan vi plotta den med hjilp av quiver

> hold on;
> quiver(-1,0,vx,vy);

Observera: Om man har gjort mindre syntaxfel, t.ex. har gléomt av hold on, leder detta inte
till podngavdrag. [

Uppgift 2 (6p)
Bestdam Taylorpolynomet av grad 2 for funktionen f(z,y) = zye™ i punkten (0,0).
Bevis. Vi borjar med att rdkna ut gradienten och Hessematrisen for f

erad(f)(z,y) = {y

For att stélla upp Taylorpolynomet behover vi sdtta in punkten i vilken vi vill Taylorutveckla i

f, gradf och f”.

f(0,00=0-0-¢"=0, gradf(0,0) = [
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Vart Taylorpolynom blir

£(0,0) + <gradf(0, 0), B - 8}>

(i

Uppgift 3 (7p)

Berékna foljande integraler.
@ )
/ / ydA(z,y),
JJT

dér T &r triangeln med hornen (0,0), (1,1) och (1,0). (2p)
(v)
/// ydV(z,y, 2),
JJJu
dér H dr halvklotet {(z,y,2) : 2*> +vy*+ 22 < 1,y > 0}. (3p)

(©)

// e "YdA(x,y)
JJs

déar S ér den del av omradet mellan linjerna y = x — 1 och y = 4 1 som ligger i halvplanet

{(z,y)|x > 0}. (2p)

Beuis. @ Triangeln defineras av de tva villkoren 0 < 2 < 1 och 0 < y < x (se figur). Fubini
ger alltsa

// dA( )—/1/90 dyd —/11[2]@(1 —/1x2d _ L 1
| ydA@y) = [ | ydyde= | SRSde= | Sde=glall = ¢

(b): Vi gar 6ver till sfiariska koordinater. Halvklotet har radie 1 - detta beskrivs av 0 < p <11
sfiriska koordinater. Vi maste dnda fran nord- till sydpolen, sa 0 < ¢ < 7. Vi vill dock bara triffa
positiva y-varden — detta betyder att f-variabeln gar fran 0 till 7. Da funktionaldeterminanten
ar p? sin(¢), och y = psin(¢) sin(f) blir integralen efter variabelbytet lika med

1 s s s
/ / / psin(¢)sin(f) - p* sin(e) d9d¢dp:/1/ p? sin’(¢)[— cos(0)]5=F dg dp
o Jo Jo o Jo
1
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Vi anvande det vilkdnda faktumet att att foﬂ sin?(¢)d¢ = 7. Detta kan visas med hjilp av
omskrivningen sin?(¢) = 1*%5(2@
(c): Granserna for integralen dr 0 < z < oo, x — 1 <y <z + 1. Vi kan alltsa direkt anvinda

Fubinis sats




// TV AdA(z, y) / / T ydydx—/ [—e "~ y]g_iﬂdx
s 0 0

00 00
— —x—(z+1) (_ef:vf(:vfl)) dr = / 6172:1: . 67172x dx
0
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Observera det &r viktigt att visa att man har kunskap om att dessa typer av integraler defineras
via gransvérden, och att man noggrannt 6vertygar sig om att dessa grénsvirdet existerar.

En alternativ 16sning &r att gora variabelbytet (u,v) = (x,y — x). (x,y) € S precis nér
0 <u<oooch —1 <o < 1. Transformationen &r linjér:

fl= 1L

det (_11 (1))‘ drdy = dxdy.

sa att

dudv =

Eftersom = +y = (y — x) + 22 = v + 2u far blir integralen lika med

o0 1 (o] o0
/ / e ' dodu = / [—e 2= du = / —e T el du
o Jo 0 0

11— _ 00 _
|:—6 1 2u+61 2u:| e—e 1
u=0

—2 2
dér vi likt ovan maste berékna ett gransvérde for att bestimma den sista integralen. m
Uppgift 4 (7p)
. a b 9.9 : : . . ; .
Lat A = b oo € R** vara en inverterbar, symmetrisk matris vars samtliga egenvirden &r
) C

positiva. Betrakta funktionen

. 1
f:R* =R,z 5 (x, Az) .



(a) Bevisa att (2p)

gradf(r) = Az och f"(z) = A, z € R

Aven du inte lyckas losa (a) far du anvinda pdstiendet for att losa (b) och (c).
(b) Bestam och klassificera alla kritiska punkter for f. (2p)
(c) Lat nu b € R? vara en konstant vektor skiljd fran noll och betrakta linjen
é’:{pERQI <b.,p>:1}.
Om det restringerade optimeringsproblemet

min f(x) under bivillkoret z € ¢

har en 16sning, visa att denna maste vara lika med (3p)
- 1 —1
Ty =
b A=1h

Bevis. (a): Den mest direkta losningen dr nog att rikna ut att

B () By et

och sedan berédkna derivatorna som vanligt:

_|ax+by| |a b| |z " _|la b
gradf(x, y) - |:b.T + Cy:| - |:b C:| |:y:| f (:U?y) - |:b C:| )
vilket skulle visas.

En mer elegant 16sning dr att arbeta med derivatans definition: Vi har for x och h godtyckliga

Flae by = ¢ ((x+ ), Alw+ ) = 5 o, Aa) + 2 ((h Av) + (2, AR)) + £ (h, AB).

Vi ser termen L (x, Az) som #r lika med f(z), en term 2

— DO | —

5 1 ((h, Az) + (z, ARh))+ % (h, Ah) som beror
linjirt pa h, och en term 3 (h, Ah) som gar snabbare mot 0 &n ||k||. Dérur foljer att

((A"z,h) + (Az, b)) = (Az, h),

N | —

() =



dér vi anvinde att A &r symmetrisk. Ur detta foljer gradf(x) = Az. Med andra ord beror
grad f(z) linjart pa x, och déarur foljer (gradf)' (z)h = Ah, alltsa f"(z) = A.

(b): Villkoret for en kritisk punkt &r att gradf(x) = Az = 0. Eftersom A enligt forutsattning
ar inverterbar foljer dirur att endast = 0 #r kritisk. For att undersoka vilken typ av kri-
tisk punkt det &r behover vi undersvka f”(z) = A. Eftersom A:s samtliga egenvérden enligt
forutsattning ar positiva sa dr A positivt definit, och darur foljer att punkten &ar ett lokalt mini-
mum.

(c): Vart bivillkor &r g(z) = (b,x) — 1. Da

gradg(z) =b#0

overallt géller Lagrange sats. (Likheten ovan visas pa samma sétt som i uppgift (a).) Lagrange
villkor sédger att om x, ar en punkt i vilket det restringerade optimeringsproblemet har en l6sning,
sa géller gradf(x) = Agrad(x) for ett A € R. Detta betyder i vart fall

Az, =\b, = x,=)\A"'D.
Eftersom x, uppfyller bivillkoret (z,,b) = 1 far vi
(2., b) = (AMAT1,b) =1,
sé att A = (A71b,b) ", Det foljer alltsa

T, =

vilket skulle visas.

Uppgift 5 (7p)
Betrakta vektorfaltet

v:R* 5 R%  (z,y) {_JU] .

(a) Berédkna tangentkurvintegralen av v lings enhetscirkeln, som genomléps i matematiskt po-

sitiv riktning. (3p)
(b) Ar v ett konservativt vektorfilt? (2p)

9 . . .
(c) Lat nu ¢ : R* — R vara en deriverbar funktion och lat
w=v+ V.

Vad kan séigas om integralen av w lings enhetscirkeln? (2p)

7



Bevis. (a): En parametrisering av enhetscirkeln C' ges av

r(t) = Ef’;g;] . 0<t<om

Den hir parametriseringen genomloper vidare C' i matematiskt positiv riktning. Vi har

— sin(t) — sin(t)

oo =y |- ro =[5

Darfor fb'ljer
/Cv- dr:/o% (1), T (1)) dt:/OZF(SinQ(t)+cosQ(t))dt:/027r1dt:27r.

(b): Eftersom C' &r en sluten kurva sa hade ovanstaende integral, om v hade varit konserva-
tivt, varit noll. v &r alltsa inte konservativt.

Man kan ocksa riakna efter att integrabilitetskriteriet

Ovgy Oy,
oy 17&1_890

inte dr uppfyllt. Observera dock att V x v inte ar definerat, da rotationen bara dr definerat for
vektorfalt i rummet.

(c): w &r per definition ett konservativt vektorflt. Déarfor dr enligt resonemanget i (b) [

cW-

dr = 0. Déarfor galler

/(V+W)-dr:/V'dr+/W'dI‘:27T+0:27T.
c c c

]
Uppgift 6 (6p)
Lat D vara den delen av enhetscirkeln som ligger ovanfor grafen till funktionen y = |z|. Betrakta

integralen

/ /D sin(w)ay In(1+ [y[) dA(z, y).

(a) Beskriv hur man med hjalp av MATLAB kan ridkna ut integralen utan variabelsubstitution.

(3p)
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(3p)

Bevis. (a): Vi lagger forst in ett funktionshandtag for funktionen vi vill integrera

> f = 0(x,y) sin(x).*x.xy.*xlog(1+abs(x.*y));

Observera att den naturliga logaritmen skrivs som log i MATLAB.

/I\ 1
i

//

Vi bestdmmer nu grianserna for var integral. Vi véljer x som var yttre variabel. Eftersom de

y = |z| ges av de tva stralarna med vinkel 7 /4 respektive 37 /4 fran z-axeln sa ges skdrningspunkterna

mellan y = |x| och enhetscirkeln av (—1/+/2,1/4/2) och (1/v/2,1//2).  gar alltsa mellan —1/+/2

och 1/v/2. For varje x gar sedan y mellan |z| och
Vi far MATLAB att rdkna ut ovanstaende med kommandot

V1 — 22,

> integral2(f,-1/sqrt(2), 1/sqrt(2), @(x,y) abs(x), @(x,y) sqrt(1-x.72))

Viktigt har ar att vi maste ge funktionshandtag till MATLAB, att skriva

> integral2(f,-1/sqrt(2),1/sqrt(2),abs(x), sqrt(1-x~2))

kommer alltsa inte att fungera. Vi kan saklart ocksa forst definera funktionshandtag for den
undre och 6vre y-grénsen, och sedan stoppa in dessa i integral2 enligt

> ymin
> ymax

Q(x,y) abs(x);

Q(x,y) sqrt(1-x.72);

> integral2(f,-1/sqrt(2), 1/sqrt(2), ymin,ymax)



(b): Vi genomfor forst variabelbytet. Som tidigare diskuterat sa behéver vi bara lata 6 ga
mellan 7/4 och 37/4 i den transformerade integralen, men for varje vinkel sa maste r ga mellan
0 och 1. Eftersom dxdy = rdrdf och x = rcos(f) och y = rsin(f) blir integralen alltsa

1 3r/4

/ / sin(r cos(6)) - 7% cos(6) sin(f) In (1 + |r*sin(f) cos()|) - v df dr
0 Jr/4

Detta kan vi nu rdkna ut med MATLAB med hjélp av kommandona

> f = @(r,t) sin(r.*cos(t)).*r. 3.*cos(t).*sin(t).*log(l+abs(r. 2.*sin(t).*cos(t)))
> integral2(f,0,1,pi/4,3%pi/4)

Observera att vi hédr inte behover definera nagra funktionshandtag for gréanserna, da de dr kon-
stanta. [

Uppgift 7 (6p)
Det endimensionella randvéirdesproblemet

—D(a(x)Du(x)) = f(z), x€(0,L)

u(0) =0

aDu(L) =0

beskriver temperaturen i en stang som utsétts for en inre kalltdathet f. Stangen har lingden L,
varierande viarmeledningstéithet a och en oisolerad dnde vid x = 0.

(a) Vad &r den fysikaliska tolkningen av randvillkoret vid x = L? (1p)
(b) Los randvéardesproblemet (analytiskt) for fallet att @ och f &r konstanta. (4p)

(c¢) Betrakta nu fallet att a ar strikt positiv 6verallt och varierar enligt Figur

T

Figur 1: Varmeledningskoefficenten a

Om f fortfarande &r lika med en positiv konstant, vilken av de féljande tre funktionerna &r
da 16sningen till randvardesproblemet ? Motivera ditt svar. (1p)

10



5] Usg U3z

Bewis. (a): Vihar ett homogent rent Neumannvillkor. Ett rent Neumannvillkor innebér att &nden
ar perfekt isolerad, och att vi det &r homogent (alltsa att hogerledet dr 0) innebér att vi inte
tillfér nagon extern véirme vid dnden.

(b): Differentialekvationen lyder —D(aDu) = f, dir a och f &r konstanta. Analysens huvud-
sats ger att

—aDu(x) = fr+C

for en konstant C'. Vart randvillkor aDu(L) = 0 ger att C+ fL = —aDu(L) = 0, alltsa C = —f L,
och dérmed

aDu(z) = f(L — ) (1)

Déarur foljer Du(z) = g(L —x), och darfor

for en konstant A. Vart randvillkor «(0) = 0 ger nu att A = f2—€j Losningen blir alltsa

T 2
=-—(L"— (L - .
u(e) = (12~ (1~ a7
(c): Vi kan direkt utesluta funktionen wusg, eftersom dess derivata i « = L inte &r noll —

den uppfyller saledes inte randvillkoret aDu(L) = 0. Fér att resonera oss fram till om wu; eller
us ar losningen, lat oss studera sambandet , som fortfarande géller. Denna séger Du(x) =
f(L — z)/a. Eftersom @ &r mindre for sma virden pa x maste darfér Du stort nér x &r litet.
Dérfor maste 1osningen till randvardesproblemet ges av us. m
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Uppgift 8 (6p)
Lat A € R*® vara en matris med element a;;, 1 <, j < 3. Betrakta vektorfiltet

v: R - R3 z— Az
(a) Bevisa att (3p)

n
divv = E s

i=1
(b) Lat nu K vara enhetkuben [0, 1]°. Beriikna flodesintegralen genom enhetskubens randyta K
/ / v - dS,
J Jok
dér ytelementet antas vara riktat ut ur K. (3p)

Bevis. (a) Den enklaste 16sningen dr nog aterigen att rdkna ut allt i koordinater. Vi har

ailr G2 a13| |T1 a11T1 + a12T2 + 1373
v(z) = |an axn a| |22| = |anzi + axrs + axrs|
asz agz asz| [x3 311 + a32r3 + a3373
sa att
. Jv;  Ove  Ous
divv = = @11 + Q29 + a33.

6:1:1 + 6$2 + 81’3

En elegantare 16sning &r att konstatera att eftersom v &r linjar sa ges dess Jacobima-
tris i varje punkt av A. Eftersom divv &r summan av diagonalelementen i A foljer det att
+(Vv) = an + az + ass.

(b): Gauss sats ger

s Jlmtaaw = [fj o soaesi

(@11 + age + as3)vol(K) = (a1 + ag + ass),

da enhetskuben har volym 1. m
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